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CONTEXTE HISTORIQUE

» En 1928, Hilbert et Ackermann proposent un fameux probléme
de décision, connu sous le nom de Entscheidungsproblem.
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CONTEXTE HISTORIQUE

» En 1928, Hilbert et Ackermann proposent un fameux probléme
de décision, connu sous le nom de Entscheidungsproblem.
“Das Entscheidungsproblem is gelést, wenn man ein
Verfahren kennt, das bei einem vorgelegten logischen
Ausdruck durch endlich viele Operationen die Ent-
scheidung (iber die Allgemeingiiltigkeit bzw. Erfiill-
barkeit erlaubt.”
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CONTEXTE HISTORIQUE

» En 1928, Hilbert et Ackermann proposent un fameux probléme
de décision, connu sous le nom de Entscheidungsproblem.
“Das Entscheidungsproblem is gelést, wenn man ein
Verfahren kennt, das bei einem vorgelegten logischen
Ausdruck durch endlich viele Operationen die Ent-
scheidung (iber die Allgemeingiiltigkeit bzw. Erfiill-
barkeit erlaubt.”

» Entscheidungsproblem : étant donné un ensemble d'axiomes T’
et un énoncé ¢ de la logique du premier ordre, existe-t-il une
« procédure effective » (Verfahren) qui détermine en un temps
fini si  est prouvable & partir de T ou non?
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CONTEXTE HISTORIQUE

» Une telle « procédure effective » (algorithme) serait extréme-
ment pertinente ; par exemple :
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CONTEXTE HISTORIQUE

> Une telle « procédure effective » (algorithme) serait extréme-

ment pertinente ; par exemple :

» en prenant I' comme une axiomatisation de I'arithmétique et
0 comme étant la conjecture de Goldbach

Vk > 1 3p,q (2k = p + q A prime(p) A prime(q))
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CONTEXTE HISTORIQUE

> Une telle « procédure effective » (algorithme) serait extréme-
ment pertinente; par exemple :
» en prenant I' comme une axiomatisation de I'arithmétique et
0 comme étant la conjecture de Goldbach
Tout nombre entier pair supérieur 3 3 peut s'écrire
comme la somme de deux nombres premiers.

Vk > 1 3p,q (2k = p + q A prime(p) A prime(q))
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CONTEXTE HISTORIQUE

> Une telle « procédure effective » (algorithme) serait extréme-
ment pertinente; par exemple :
» en prenant I' comme une axiomatisation de I'arithmétique et
0 comme étant la conjecture de Goldbach
Tout nombre entier pair supérieur 3 3 peut s'écrire
comme la somme de deux nombres premiers.

Vk > 1 3p,q (2k = p + q A prime(p) A prime(q))

» alors la « procédure effective » de décision appliquée a I" et
 serait capable de déterminer si la conjecture de Goldbach et
« vraie » ou non, ou plutét, prouvable ou non!
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CONTEXTE HISTORIQUE

> Une telle « procédure effective » (algorithme) serait extréme-
ment pertinente ; par exemple :

» en prenant I' comme une axiomatisation de I'arithmétique et
0 comme étant la conjecture de Goldbach
Tout nombre entier pair supérieur 3 3 peut s'écrire
comme la somme de deux nombres premiers.

Vk > 1 3p,q (2k = p + q A prime(p) A prime(q))

» alors la « procédure effective » de décision appliquée a I" et
 serait capable de déterminer si la conjecture de Goldbach et
« vraie » ou non, ou plutét, prouvable ou non!

» La conjecture de Goldbach est toujours non démontrée...
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CONTEXTE HISTORIQUE

IDEE GENERALE DE HILBERT

Proposer une « mécanisation effective » du raisonnement

mathématique, du concept de preuve.

» Ceci a donné lieu a toute la « théorie de la démonstration »,
avec une multitude d'applications de nos jours...
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CONTEXTE HISTORIQUE

» Le concept de machine de Turing fut introduit par Alan Tu-
ring en 1936 afin de rendre compte d'une telle notion de « cal-
culabilité effective » (computability) en mathématiques et non
en informatique (pas de sens & ce moment de I'histoire).
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» Le concept de machine de Turing fut introduit par Alan Tu-
ring en 1936 afin de rendre compte d'une telle notion de « cal-
culabilité effective » (computability) en mathématiques et non
en informatique (pas de sens & ce moment de I'histoire).

» Autrement dit, une machine de Turing est un modéle de cal-
cul qui permettrait de rendre compte du comportement d'une
personne qui calcule — a computer.
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CONTEXTE HISTORIQUE

» Le concept de machine de Turing fut introduit par Alan Tu-
ring en 1936 afin de rendre compte d'une telle notion de « cal-
culabilité effective » (computability) en mathématiques et non
en informatique (pas de sens & ce moment de I'histoire).

» Autrement dit, une machine de Turing est un modéle de cal-
cul qui permettrait de rendre compte du comportement d'une
personne qui calcule — a computer.

» Selon Turing, les processus en oeuvre inhérents a toute acti-
vité (humaine) de calcul se réduisent au fonctionnement d'une
machine de Turing.

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE JEREMIE CABESSA



HisToIRE MAcHINES DE TURING P #NP? INDECIDABILITE ENTSCHEIDUNGSPROBLEM CONCLUSION
[e]e]e]e] ] 000000000000 000000 00000000000 0000000 0000000000000 00 [e]e]
0000000000 000000000000 00 0000000000 O000000

CONTEXTE HISTORIQUE

ON COMPUTABLE NUMBERS, WITH AN APPLICATION TO
THE ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

By A. M. TurinG.

[Received 28 May, 1936.—Read 12 November, 1936.]
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REMARQUE PRELIMINAIRE

» Un mot est une suite finie de symboles sur un alphabet donné.
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REMARQUE PRELIMINAIRE

» Un mot est une suite finie de symboles sur un alphabet donné.

» Un langage un ensemble de mots sur un alphabet donné.
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REMARQUE PRELIMINAIRE

» Un mot est une suite finie de symboles sur un alphabet donné.
» Un langage un ensemble de mots sur un alphabet donné.

» En mathématiques, un probléme peut &tre identifié avec un
langage : |'ensemble des « mots-solutions » de ce probléme.
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REMARQUE PRELIMINAIRE

» Un mot est une suite finie de symboles sur un alphabet donné.
» Un langage un ensemble de mots sur un alphabet donné.

» En mathématiques, un probléme peut &tre identifié avec un
langage : |'ensemble des « mots-solutions » de ce probléme.

» Le probléeme P de savoir si un graphe est connexe s'identifie
au langage Lp = {(G) : G est un graphe connexe}, ou (.) est
une fonction de codage sur un alphabet donné.

Probleme P Langage Lp
G est-il connexe? équivalent (G) € Lp?
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REMARQUE PRELIMINAIRE

» Un mot est une suite finie de symboles sur un alphabet donné.

» Un langage un ensemble de mots sur un alphabet donné.

» En mathématiques, un probléme peut &tre identifié avec un
langage : |'ensemble des « mots-solutions » de ce probléme.

» Le probléeme P de savoir si un graphe est connexe s'identifie
au langage Lp = {(G) : G est un graphe connexe}, ou (.) est
une fonction de codage sur un alphabet donné.

Probleme P Langage Lp
G est-il connexe? équivalent (G) € Lp?

» Dans la suite, on va considérer des langages, mais cela revient

a considérer des problémes.

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE JEREMIE CABESSA



MAcHINES DE TURING
0@0000000000000000

MACHINE DE TURING

Une machine de Turing est un modéle de calcul abstrait qui se
présente comme suit :
input u
——
Cfojtjofofa ] { P T 1 LT 1T L -

Programme fini
instructions de la forme
état x symbole —

état x symbole x direction

Etat ;1.
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MACHINE DE TURING

Une machine de Turing est un modéle de calcul abstrait qui se
présente comme suit :
input u
——
fofoftjofofa ] { f T 1 LT 1T L -

Programme fini
instructions de la forme
état x symbole —

état x symbole x direction

Etat qr
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MACHINE DE TURING

Une machine de Turing est un modéle de calcul abstrait qui se
présente comme suit :
input u
——
foftltjofofal { f I 1 L1 1T L -

Programme fini
instructions de la forme
état x symbole —

état x symbole x direction

Etat ¢35
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MACHINE DE TURING

Une machine de Turing est un modéle de calcul abstrait qui se
présente comme suit :
input u
——
foftftjofofal { f T 1 LT 1T L -

Programme fini
instructions de la forme
état x symbole —

état x symbole x direction

Etat qs
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MACHINE DE TURING
Une machine de Turing est un modéle de calcul abstrait qui se

présente comme suit :

input u

——
lofifsJofon f T FT P T TP TE 0

Programme fini
instructions de la forme
état x symbole —

état x symbole x direction

Etat qs

» |'input u est accepté par M si M(u) atteint |'état spécial ggcc

» l'input u est rejecté par M si M(u) atteint |'état spécial ¢,

» I'input u est ni accepté ni rejeté par M si M(u) n'atteint
aucun de ces états spéciaux
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MACHINE DE TURING

» La machine de Turing ci-dessous décide si I'input se termine
par 0 ou non, i.e., si c'est un nombre pair ou non.

input u

——

CoftfoJofa] FT T T T T T HT -
Programme fini
(gin,0) = (q1,0,R)
(@in,1) = (a1, L, R)
(@1,0) = (q1,0,R)
(@1,1) = (q,L,R)
(q1,0)  — (g2,b,L)
(g2,0) (qaLLUR
(g2,1) = (qrej» 1, R)

Etat ¢,
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MACHINE DE TURING

» La machine de Turing ci-dessous décide si I'input se termine
par 0 ou non, i.e., si c'est un nombre pair ou non.

input u

—_——
Lfofsjofon f T FT P T TP TE 0

Programme fini
(q1,0,R)

117

.
—
—
.

= (qre,j-,
Etat ¢
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MACHINE DE TURING

» La machine de Turing ci-dessous décide si I'input se termine
par 0 ou non, i.e., si c'est un nombre pair ou non.

input u

—_——
Lfofsjofon f T FT P T TP TH 0

Programme fini
(q1,0,R)

117

.
—
—
.

= (qre,j-,
Etat ¢
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» La machine de Turing ci-dessous décide si I'input se termine
par 0 ou non, i.e., si c'est un nombre pair ou non.

input u

—_——
Lfof«ofon P T FT P T TP TE 0

Programme fini
(q1,0,R)

117

.
—
—
.

= (qre,j-,
Etat ¢
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» La machine de Turing ci-dessous décide si I'input se termine
par 0 ou non, i.e., si c'est un nombre pair ou non.

input u

—_——
Lfofsfofon f T FT P T IPTE 0

Programme fini
(q1,0,R)

117

.
—
—
.

= (qre,j-,
Etat ¢
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» La machine de Turing ci-dessous décide si I'input se termine
par 0 ou non, i.e., si c'est un nombre pair ou non.

input u

—_——
Lfofsjofon f T FT P T TP TE 0

Programme fini
(q1,0,R)

117

.
—
—
.

= (qre,j-,
Etat ¢
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MACHINE DE TURING

» La machine de Turing ci-dessous décide si I'input se termine
par 0 ou non, i.e., si c'est un nombre pair ou non.

input u

—_——
Lfofsfofon f T FT P T IPTE 0

Programme fini
(q1,0,R)

117

.
—
—
.

= (qre,j-,
Etat ¢-
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MACHINE DE TURING

» La machine de Turing ci-dessous décide si I'input se termine
par 0 ou non, i.e., si c'est un nombre pair ou non.

input u
——
CoftfoJofs] FT T T T I T HT -
Programme fini
(@in,0) = (q1,0,R)
(@in,1) = (a1, L, R)
(@1,0) = (q1,0,R)
(@1,1) = (q,L,R)
(q1,0)  — (g2,b,L)
(g2,0) = (dace, 0, R)
(@2,1) = (¢rej;LR)
Etat ¢,;
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» Link to the video

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE

E DAl
JEREMIE CABESSA


https://www.youtube.com/watch?v=E3keLeMwfHY
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MACHINE DE TURING

DEFINITION 1 (MACHINE DE TURING)

Une machine de Turing déterministe est un tuple fini
M = (Qa %, T, 6, 90, Qaces QTej) ou

» () est un ensemble fini d'états
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MACHINE DE TURING

DEFINITION 1 (MACHINE DE TURING)

Une machine de Turing déterministe est un tuple fini
M = (Qa %, T, 6, 90, Qaces QTej) ou
» () est un ensemble fini d'états

» ¥ est un alphabet d'input fini (avec b ¢ )
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MACHINE DE TURING

DEFINITION 1 (MACHINE DE TURING)

Une machine de Turing déterministe est un tuple fini
M =(Q,%,T, 6,90, dacc; Gre;) OU
> (@ est un ensemble fini d'états
» ¥ est un alphabet d'input fini (avec b ¢ )
» T" est un alphabet de bande, tel quebe T et X C T
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MACHINE DE TURING

DEFINITION 1 (MACHINE DE TURING)

Une machine de Turing déterministe est un tuple fini
M =(Q,%,T, 6,90, dacc; Gre;) OU
» () est un ensemble fini d'états
» ¥ est un alphabet d'input fini (avec b ¢ )
» T" est un alphabet de bande, tel quebe T et X C T
» 0:Q xI' = Q xT' x{L, R} est la fonction de transition
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MACHINE DE TURING

DEFINITION 1 (MACHINE DE TURING)

Une machine de Turing déterministe est un tuple fini
M =(Q,%,T, 6,90, dacc; Gre;) OU
» () est un ensemble fini d'états
» ¥ est un alphabet d'input fini (avec b ¢ )
I" est un alphabet de bande, tel quebeT"et X C T
§:QxT — QxT x{L,R} est la fonction de transition

v

v

v

Gin € Q est |'état initial
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MACHINE DE TURING

DEFINITION 1 (MACHINE DE TURING)

Une machine de Turing déterministe est un tuple fini
M = (Qa %, T, 6, 90, Qaces QTej) ou
» () est un ensemble fini d'états

» ¥ est un alphabet d'input fini (avec b ¢ )

v

I" est un alphabet de bande, tel quebeT"et X C T
§:QxT — QxT x{L,R} est la fonction de transition

v

v

Gin € Q est |'état initial

v

Gace € @ est |'état acceptant
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MACHINE DE TURING

DEFINITION 1 (MACHINE DE TURING)

Une machine de Turing déterministe est un tuple fini
M = (Qa %, T, 6, 90, Qaces QTej) ou
» () est un ensemble fini d'états

» ¥ est un alphabet d'input fini (avec b ¢ )

v

I" est un alphabet de bande, tel quebeT"et X C T
§:QxT — QxT x{L,R} est la fonction de transition

v

v

Gin € Q est |'état initial

v

Gace € @ est |'état acceptant

v

Qrej € @ est 'état rejetant
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MACHINE DE TURING

» Si M est une machine de Turing, I'ensemble des inputs qui
sont acceptés par M est appelé langage de M ou langage
reconnu par M ; il est noté L(M).
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MACHINE DE TURING

» Si M est une machine de Turing, I'ensemble des inputs qui
sont acceptés par M est appelé langage de M ou langage
reconnu par M ; il est noté L(M).

» Le langage de la machine de Turing M ci-dessous est

L(M) ={u € {0,1}* : u se termine par 0}.

input u
——
plojejofoe ] J I T T 1T T T 1]
Programme fini
(¢im,0) = (91,0, )
(¢im,1) = (@, 1, R)
(q1.0) = (q1,0,R)
(q1,1) = (¢, 1L, R)
(g1,0) = (2.0, L)
(92:0) = (dace; 0, )
(92,1) = (grejs 1L, R)
Etat g,
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MACHINE DE TURING

DEFINITION 2 (RECONNAISSABILITE OU REC. ENUM.)

Un langage X est dit Turing-reconnaissable ou récursivement
énumérable s'il existe une machine de Turing M qui le reconnait,
i.e., s'il existe M telle que L(M) = X.
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MACHINE DE TURING

DEFINITION 2 (RECONNAISSABILITE OU REC. ENUM.)

Un langage X est dit Turing-reconnaissable ou récursivement
énumérable s'il existe une machine de Turing M qui le reconnait,
i.e., s'il existe M telle que L(M) = X.

» Notre exemple précédent montre que le langage X = {u €

{0,1}* : u se termine par 0} est Turing-reconnaissable, puis-
qu’'on a trouvé une machine M qui reconnait L.
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MACHINE DE TURING

Démo simulateur :

» Montrer que le langage des nombres binaires divisibles par 3
est récursivement énumeérable.

» Montrer que le langage des palindromes binaires est récursive-
ment énumérable.
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MACHINE DE TURING

» Remarque : Etant donné une machine de Turing M, il se
peut que, sur certains inputs, M ne s'arréte jamais, ni dans
I'état acceptant gqcc, ni dans |'état rejetant g;.;.

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE JEREMIE CABESSA



HISTOIRT MacHINES DE TURING P #
00000 000000000 000

MACHINE DE TURING

INDECIDABILITIE

NTSCHEIDUN

PROBLEM CONCLUSION

» Remarque : Etant donné une machine de Turing M, il se

peut que, sur certains inputs, M ne s'arréte jamais, ni dans

I'état acceptant gqcc, ni dans |'état rejetant g;.;.

» Par exemple, la machine de Turing ci-dessous ne s'arréte que

sur les inputs qui se terminent par 0; elle boucle a I'infini sur

tous les inputs qui se terminent par 1.

input u

— N
CfoJifofofn ] T P TTTIT L]

Gin, 0)
ins 1)

—
-
-
—
N

1

Programme fini

(@1,0,R)
(q1,1,R)
(@1,0,R)
(@1,1,R)
(2,6, L)
(qace; 0, R)
(01,1, R)

Etat Qin
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MACHINE DE TURING

» Une machine de Turing M qui s'arréte sur tous les inputs
possibles est dite décideuse (decider).
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MACHINE DE TURING

» Une machine de Turing M qui s'arréte sur tous les inputs
possibles est dite décideuse (decider).

» Si M est une machine de Turing décideuse, |'ensemble des
inputs qui sont acceptés par M est appelé langage décidé par
M; il est noté L(M).
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MACHINE DE TURING

» Une machine de Turing M qui s'arréte sur tous les inputs
possibles est dite décideuse (decider).

» Si M est une machine de Turing décideuse, |'ensemble des
inputs qui sont acceptés par M est appelé langage décidé par
M; il est noté L(M).
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MACHINE DE TURING

» Une machine de Turing M qui s'arréte sur tous les inputs
possibles est dite décideuse (decider).

» Si M est une machine de Turing décideuse, |'ensemble des
inputs qui sont acceptés par M est appelé langage décidé par
M; il est noté L(M).

DEFINITION 3 (DECIDABILITE OU RECURSIVITE)

Un langage X est dit Turing-décidable ou récursif s'il existe une
machine de Turing décideuse M qui le décide, i.e., s'il existe M
telle que L(M) = X.
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MACHINE DE TURING

» Une machine de Turing M qui s'arréte sur tous les inputs
possibles est dite décideuse (decider).

» Si M est une machine de Turing décideuse, |'ensemble des
inputs qui sont acceptés par M est appelé langage décidé par
M; il est noté L(M).

DEFINITION 3 (DECIDABILITE OU RECURSIVITE)

Un langage X est dit Turing-décidable ou récursif s'il existe une
machine de Turing décideuse M qui le décide, i.e., s'il existe M
telle que L(M) = X.

» Notre exemple précédent montre que le langage X = {u €
{0,1}* : u se termine par 0} est Turing-décidable, puisqu’'on a
trouvé une machine M qui décide L.
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MACHINE DE TURING

Démo simulateur :

» Montrer que le langage des nombres binaires divisibles par 3
est récursif.

» Montrer que le langage des palindromes binaires est récursif.

» Modifier les programmes de sorte que la Machine de Turing

reconnaisse ces langages mais ne les décide pas.

gNew,0 gNew,1
qNew,0,- gNew,1,-
On remarque que la machine boucle sur les inputs qui devraient &tre rejetés...

Remplacer qReject par qNew et ajouter les instructions

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE JEREMIE CABESSA
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MACHINE DE TURING

» Une machine de Turing peut &tre représentée par un graphe.
» Par exemple, la machine de Turing ci-dessous décide le lan-
gage L ={0%" :n >0}
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MACHINE DE TURING

Résumé :
» Un langage X Turing-reconnaissable ou récursivement énumé-
rable ssi il existe une machine de Turing M telle que :
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MACHINE DE TURING

Résumé :
» Un langage X Turing-reconnaissable ou récursivement énumé-
rable ssi il existe une machine de Turing M telle que :
» siu e X, alors M(u) = qaccept
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MACHINE DE TURING

Résumé :
» Un langage X Turing-reconnaissable ou récursivement énumé-
rable ssi il existe une machine de Turing M telle que :

» siu e X, alors M(u) = qaccept
» siu ¢ X, alors M(u) = ¢reject 0u M(u) ne s'arréte pas
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MACHINE DE TURING

Résumé :
» Un langage X Turing-reconnaissable ou récursivement énumé-
rable ssi il existe une machine de Turing M telle que :
» siu e X, alors M(u) = qaccept
» siu ¢ X, alors M(u) = ¢reject 0u M(u) ne s'arréte pas

» Un langage X Turing-décidable ou récursif ssi il existe une
machine de Turing M telle que :
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MACHINE DE TURING

Résumé :
» Un langage X Turing-reconnaissable ou récursivement énumé-
rable ssi il existe une machine de Turing M telle que :
» siu e X, alors M(u) = qaccept
» siu ¢ X, alors M(u) = ¢reject 0u M(u) ne s'arréte pas
» Un langage X Turing-décidable ou récursif ssi il existe une
machine de Turing M telle que :
» siu e X, alors M(u) = qaceept
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MACHINE DE TURING

Résumé :
» Un langage X Turing-reconnaissable ou récursivement énumé-
rable ssi il existe une machine de Turing M telle que :
» siu e X, alors M(u) = qaccept
» siu ¢ X, alors M(u) = ¢reject 0u M(u) ne s'arréte pas
» Un langage X Turing-décidable ou récursif ssi il existe une
machine de Turing M telle que :

» siu € X, alors M(U) = {Gaccept
» siu g X, alors M(u) = greject

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE JEREMIE CABESSA
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MACHINE DE TURING

Résumé :
» Un langage X Turing-reconnaissable ou récursivement énumé-
rable ssi il existe une machine de Turing M telle que :
» siu e X, alors M(u) = qaccept
» siu ¢ X, alors M(u) = ¢reject 0u M(u) ne s'arréte pas
» Un langage X Turing-décidable ou récursif ssi il existe une
machine de Turing M telle que :
» siu e X, alors M(u) = qaceept
» siu g X, alors M(u) = greject

» Donc « récursif » implique « récursivement énumérable ».
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MACHINE DE TURING

Résumé :
» Un langage X Turing-reconnaissable ou récursivement énumé-
rable ssi il existe une machine de Turing M telle que :
» siu e X, alors M(u) = qaccept
» siu ¢ X, alors M(u) = ¢reject 0u M(u) ne s'arréte pas
» Un langage X Turing-décidable ou récursif ssi il existe une
machine de Turing M telle que :
» siu e X, alors M(u) = qaceept
» siu ¢ X, alors M(u) = greject
» Donc « récursif » implique « récursivement énumérable ».

» La récursivité est une notion plus forte...
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MACHINE DE TURING

» Toute la théorie peut se transposer facilement du cas des
« langages » a celui des « fonctions ».
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MACHINE DE TURING

» Toute la théorie peut se transposer facilement du cas des
« langages » a celui des « fonctions ».

» Supposons que nos machines de Turing ne contiennent plus
qu'un seul état final gyina.
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MACHINE DE TURING

» Toute la théorie peut se transposer facilement du cas des
« langages » a celui des « fonctions ».

» Supposons que nos machines de Turing ne contiennent plus
qu'un seul état final gyina.
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MACHINE DE TURING

» Toute la théorie peut se transposer facilement du cas des
« langages » a celui des « fonctions ».

» Supposons que nos machines de Turing ne contiennent plus
qu'un seul état final gyina.

DEFINITION 4 (FONCTION RECURSIVE)

Une fonction f : ¥* — ¥* est dite Turing-calculable ou récursive
s'il existe une machine de Turing M (sur I'alphabet X) telle que,
pour tout input u, la computation de M sur u s'arréte dans I'état
final gfinar avec f(u) écrit sur sa bande.
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MACHINE DE TURING

Démo simulateur :

» Link to the simulator

» L'addition binaire est Turing-calculable.

» La multiplication binaire est Turing-calculable.

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE JEREMIE CABESSA
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MACHINE DE TURING UNIVERSELLE

» |l est possible de construire une machine de Turing dite uni-
verselle, i.e., qui peut simuler n'importe quelle autre machine
de Turing sur n'importe quel input.

6. The universal computing machine.

It is possible to invent a single machine which can be used to compute
any computable sequence. If this machine A is supplied with a tape on
the beginning of which is written the S.D of some computing machine M,

then W will compute the same sequence as Al. In this section I explain
in outline the behaviour of the machine. The next section is devoted to
giving the complete table for L.
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MACHINE DE TURING UNIVERSELLE

code d'une MT M code d'un input u
— — — K—M
Lifoftfofoft]ofafa]#fafola] [ | |--

Machine de Turing universelle U/

= Renvoie le résultat de M(u)
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THESE DE CHURCH-TURING

» Les fonctions calculables en terme de machines de Turing, de
u-récursion, de lambda calcul, et autre modéles encore, sont
toutes équivalentes, et appelées récursives.
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THESE DE CHURCH-TURING

» Les fonctions calculables en terme de machines de Turing, de
u-récursion, de lambda calcul, et autre modéles encore, sont
toutes équivalentes, et appelées récursives.

» Ceci amenérent Church et Turing a formuler la proposition
informelle suivante :
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THESE DE CHURCH-TURING

» Les fonctions calculables en terme de machines de Turing, de
u-récursion, de lambda calcul, et autre modéles encore, sont
toutes équivalentes, et appelées récursives.

» Ceci amenérent Church et Turing a formuler la proposition

informelle suivante :

Theése de Church-Turing : Les fonctions calculables
de maniére effective correspondent exactement aux

fonctions récursives.

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE JEREMIE CABESSA



MAcHINES DE TURING
00000000000000000e

THESE DE CHURCH-TURING

» Les fonctions calculables en terme de machines de Turing, de
u-récursion, de lambda calcul, et autre modéles encore, sont
toutes équivalentes, et appelées récursives.

» Ceci amenérent Church et Turing a formuler la proposition

informelle suivante :

Theése de Church-Turing : Les fonctions calculables
de maniére effective correspondent exactement aux

fonctions récursives.

» Cette thése n'est pas un théoréme mathématique, car la no-
tion de « calculabilité effective » est informelle.
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

Une machine de Turing non-déterministe est une machine de Turing
qui, a chaque pas de calcul, a possiblement le choix entre plusieurs
possibilités, i.e., entre plusieurs transitions possibles.

input u
——r—
CfofsjoJof«] T T T T T T IO F -

Programme fini

instructions de la forme
état x symbole —

{état; x symbole; x direction;,

{étaty x symbole, x directions,

étaty, x symbole,, x directiony, }

Etat in
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

Pour une machine de Turing non-déterministe, on définit
» |'input u est accepté par M s'il existe un branche de I'arbre
de computation de M (u) qui atteint I'état spécial gucc

Deterministic Nondeterministic
computztion computauon

é: start [-1
( AR
¢ A
(

= accept or reject * accept
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

Pour une machine de Turing non-déterministe, on définit
» |'input u est accepté par M s'il existe un branche de I'arbre
de computation de M (u) qui atteint I'état spécial gucc
» l'input u est rejecté par M si toutes les branches de I'arbre de
computation de M (u) atteignent I'état spécial ¢,

Deterministic Nondeterministic
computztion compurauon

gﬁ )
¢ 0
ﬁ:

= accept or reject * accept
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

Pour une machine de Turing non-déterministe, on définit
I'input u est accepté par M s'il existe un branche de I'arbre
de computation de M (u) qui atteint I'état spécial gucc
I'input u est rejecté par M si toutes les branches de I'arbre de
computation de M (u) atteignent I'état spécial ¢,
I'input u n'est ni accepté ni rejeté par M sinon, i.e., s'il existe
une branche de I'arbre de computation qui ne s'arréte jamais

Deterministic Nondeterministic
computation computauon
(- start [ w
' [ ny

(
; m
[ -

= accept or reject * accept
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

» Une machine de Turing déterministe est donc un cas spéci-
fique (dégénéré) de machine de Turing non-déterministe dont
les choix de transitions possibles sont réduits, & chaque pas de
calcul, a une seule possibilité.

Deterministic Nondeterministic
computation computation

e start (

I { I\.\'

; { 3
reject [ )

d A h—~ ke

* accept or reject * accept
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

DEFINITION 5 (MT NON-DETERMINISTE)

Une machine de Turing non-déterministe est un tuple
M = (Qa %, T, 6, 90, Qaces %‘ej) ou
» () est un ensemble fini d'états
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

DEFINITION 5 (MT NON-DETERMINISTE)

Une machine de Turing non-déterministe est un tuple
M = (Qa %, T, 6, 90, Qaces QTej) ou
» () est un ensemble fini d'états

» ¥ est un alphabet d'input fini (avec b ¢ )
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

DEFINITION 5 (MT NON-DETERMINISTE)

Une machine de Turing non-déterministe est un tuple
M =(Q,%,T, 6,90, dacc; Gre;) OU

> (@ est un ensemble fini d'états

» ¥ est un alphabet d'input fini (avec b ¢ )

» T" est un alphabet de bande, tel quebe T et X C T
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

DEFINITION 5 (MT NON-DETERMINISTE)

Une machine de Turing non-déterministe est un tuple
M =(Q,%,T, 6,90, dacc; Gre;) OU
» () est un ensemble fini d'états
» ¥ est un alphabet d'input fini (avec b ¢ )
» T" est un alphabet de bande, tel quebe T et X C T
» 0:Q xI' = P(Q xT x {L, R}) est la fonction de transition

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE JEREMIE CABESSA



INDECIDABILITY ONTSC )BLE] ConNcLt

MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

DEFINITION 5 (MT NON-DETERMINISTE)

Une machine de Turing non-déterministe est un tuple
M =(Q,%,T, 6,90, dacc; Gre;) OU
» () est un ensemble fini d'états
» ¥ est un alphabet d'input fini (avec b ¢ )
» T" est un alphabet de bande, tel quebe T et X C T
» 0:Q xI' = P(Q xT x {L, R}) est la fonction de transition
> qp € Q est I'état initial
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

DEFINITION 5 (MT NON-DETERMINISTE)

Une machine de Turing non-déterministe est un tuple
M = (Qa %, T, 6, 90, Qaces QTej) ou
» () est un ensemble fini d'états

» ¥ est un alphabet d'input fini (avec b ¢ )

v

I" est un alphabet de bande, tel quebeT"et X C T

v

v

qo € Q est I'état initial

v

Gace € @ est |'état acceptant
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0:QxT = P(Q xT x {L,R}) est la fonction de transition
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

DEFINITION 5 (MT NON-DETERMINISTE)

Une machine de Turing non-déterministe est un tuple
M = (Qa %, T, 6, 90, Qaces QTej) ou
» () est un ensemble fini d'états

» ¥ est un alphabet d'input fini (avec b ¢ )

v

I" est un alphabet de bande, tel quebeT"et X C T
0:QxT = P(Q xT x {L,R}) est la fonction de transition
qo € Q est |'état initial

v

v

v

Gace € @ est |'état acceptant

v

Qrej € @ est 'état rejetant
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

» Si M est une machine de Turing non-déterministe, |'ensemble
des inputs qui sont acceptés par M est appelé langage de M
ou langage reconnu par M ; il est noté L(M).

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE JEREMIE CABESSA



MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

» Si M est une machine de Turing non-déterministe, |'ensemble
des inputs qui sont acceptés par M est appelé langage de M
ou langage reconnu par M ; il est noté L(M).

» Une machine de Turing non-déterministe M qui, sur tous les

inputs possibles, posséde toutes ses branches de computation
qui s'arrétent toujours est dite décideuse.
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MacHINES DE TUrRING P
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

» Si M est une machine de Turing non-déterministe, |'ensemble
des inputs qui sont acceptés par M est appelé langage de M
ou langage reconnu par M ; il est noté L(M).

» Une machine de Turing non-déterministe M qui, sur tous les
inputs possibles, posséde toutes ses branches de computation
qui s'arrétent toujours est dite décideuse.

» Si M est une machine de Turing décideuse, |'ensemble des
inputs qui sont acceptés par M est appelé langage décidé par
M ; il est noté L(M).
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE
» La machine de Turing non-déterministe ci-dessous reconnait et
décide le langage L = {u € {0,1}* : u se termine par 0}.

input u
f—Jﬁ
Cfofifofofs ] J I P PP T T 1T -

Programme fini

(¢in,0) = (q1,0,R)

(@in:1) = (@1,1,R)

(@1,0) +— (a1,0,R)

(q1,1) = (g, L, R)

(@1,) — (g2,b,L)

(42,0) = {(qace,0,R), (¢re;, 0, R)}
(@2,1) = (qrej; 1, R)

Et at Gin
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

PROPOSITION 6 (EQUIVALENCE DET. ET NON DET.)

Toute machine de Turing non-déterministe N est équivalente a une
machine de Turing déterministe D.
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

PROPOSITION 6 (EQUIVALENCE DET. ET NON DET.)

Toute machine de Turing non-déterministe N est équivalente a une

machine de Turing déterministe D.

» La proposition inverse est triviale : toute machine de Turing
déterministe est équivalente a une machine de Turing non-
déterministe, a savoir elle-méme (puisque le déterminisme
n'est qu'in cas dégénéré de non déterminisme ol les choix

sont réduits a néant).
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

PREUVE :

» On construit une MT dét. D qui simule I'arbre de computa-
tion de la MT non-dét. N étage par étage.

Simulation par D de I'arbre de computation de N
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

> Cela est possible car la largeur de chaque étage de I'arbre de
computation de N est toujours finie, du fait que N posséde
toujours un nombre fini de choix non-dét.

D de I'arbre de computation de A/
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

> Cela est possible car la largeur de chaque étage de I'arbre de
computation de N est toujours finie, du fait que N posséde
toujours un nombre fini de choix non-dét.

» Si D tombe sur un état acceptant de N/, elle accepte I'in-
put; si D ne tombe que sur des états rejetant pour toutes
les branches de N, elle rejéte I'input ; sinon, elle ne s'arréte
pas. L]

Simulation par D de I'arbre de computation de N~
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COROLLAIRE 7

» Un langage est Turing-reconnaissable si et seulement si il est
reconnaissable par une machine de Turing non-déterministe.

» Un langage est Turing-décidable si et seulement si il est déci-
dable par une machine de Turing non-déterministe.
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

COROLLAIRE 7

» Un langage est Turing-reconnaissable si et seulement si il est
reconnaissable par une machine de Turing non-déterministe.

» Un langage est Turing-décidable si et seulement si il est déci-
dable par une machine de Turing non-déterministe.

PREUVE :

(=) L Turing-rec. (resp. Turing-déc.) ssi (par déf.) L rec. (resp.
déc.) par une MT dét. D, qui est également une MT non-dét.
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MACHINE DE TURING NON-DETERMINISTE

COROLLAIRE 7

» Un langage est Turing-reconnaissable si et seulement si il est

reconnaissable par une machine de Turing non-déterministe.

» Un langage est Turing-décidable si et seulement si il est déci-
dable par une machine de Turing non-déterministe.

PREUVE :
(=) L Turing-rec. (resp. Turing-déc.) ssi (par déf.) L rec. (resp.
déc.) par une MT dét. D, qui est également une MT non-dét.

(<) Si L est rec. (resp. déc.) par une MT non-dét. NV, alors, par la
Proposition 6, L est rec. (resp. déc.) par une MT dét. D, i.e.
L Turing-rec. (resp. Turing-déc.) O]
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» Nous venons de voir (Corollaire 7) que le non-déterminisme
n'apporte aucun pouvoir computationnel supplémentaire aux
machines de Turing, i.e., tout langage décidable par une ma-
chine de Turing non-déterministe |'est également par une ma-
chine de Turing déterministe (et vice versa).
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» Nous venons de voir (Corollaire 7) que le non-déterminisme
n'apporte aucun pouvoir computationnel supplémentaire aux
machines de Turing, i.e., tout langage décidable par une ma-
chine de Turing non-déterministe |'est également par une ma-
chine de Turing déterministe (et vice versa).

» Mais les langages décidables par des machines de Turing non-
déterministes sont ils globalement plus difficiles a résoudre —
en terme de temps de calcul — que ceux décidables par des
machines de Turing déterministes ?
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P+ NP?

» Nous venons de voir (Corollaire 7) que le non-déterminisme
n'apporte aucun pouvoir computationnel supplémentaire aux
machines de Turing, i.e., tout langage décidable par une ma-
chine de Turing non-déterministe |'est également par une ma-
chine de Turing déterministe (et vice versa).

» Mais les langages décidables par des machines de Turing non-
déterministes sont ils globalement plus difficiles a résoudre —
en terme de temps de calcul — que ceux décidables par des
machines de Turing déterministes ?

» Ceci constitue le plus important probléme ouvert en informa-
tique théorique, a savoir P % NP 7 (1 Mo Dollars).
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DEFINITION 8 (TEMPS DE CALCUL)

Soit M une machine de Turing déterministe décideuse. On appelle
temps de calcul de M la fonction f: N — N, ot f(n) est le
nombre maximum d'étapes de calcul effectuées par M pour décider
un input de longueur n.
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P+ NP?

» Par exemple, soit le langage L = {0¥1* : k > 0} décidé par la
machine de Turing déterministe M suivante :
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P+ NP?

» Par exemple, soit le langage L = {0¥1* : k > 0} décidé par la
machine de Turing déterministe M suivante :
Etant donné I'input w (de taille n) :
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P+ NP?

» Par exemple, soit le langage L = {0¥1* : k > 0} décidé par la
machine de Turing déterministe M suivante :
Etant donné I'input w (de taille n) :
1. scanner l'input et rejeter 'input si un 0 est trouvé aprés un 1
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P+ NP?

» Par exemple, soit le langage L = {0¥1* : k > 0} décidé par la
machine de Turing déterministe M suivante :
Etant donné I'input w (de taille n) :
1. scanner l'input et rejeter 'input si un 0 est trouvé aprés un 1
2. tant qu'un O et un 1 demeurent sur la bande, répéter :
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P+ NP?

» Par exemple, soit le langage L = {0¥1* : k > 0} décidé par la
machine de Turing déterministe M suivante :
Etant donné I'input w (de taille n) :
1. scanner l'input et rejeter 'input si un 0 est trouvé aprés un 1
2. tant qu'un O et un 1 demeurent sur la bande, répéter :
3. scanner la bande et biffer un 0 puis un 1
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P+ NP?

» Par exemple, soit le langage L = {0F1* : k& > 0} décidé par la
machine de Turing déterministe M suivante :

Etant donné I'input w (de taille n) :

scanner l'input et rejeter 'input si un 0 est trouvé aprés un 1

tant qu'un O et un 1 demeurent sur la bande, répéter :
scanner la bande et biffer un 0 puis un 1

s'il reste des 0 alors que les 1 ont tous été biffés, ou vice

versa : rejeter I'input; sinon accepter 'input.

=W N
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P+ NP?

» Par exemple, soit le langage L = {0F1* : k& > 0} décidé par la
machine de Turing déterministe M suivante :

Etant donné I'input w (de taille n) :

1. scanner l'input et rejeter 'input si un 0 est trouvé aprés un 1

2. tant qu'un O et un 1 demeurent sur la bande, répéter :

3. scanner la bande et biffer un 0 puis un 1

4. s'il reste des 0 alors que les 1 ont tous été biffés, ou vice
versa : rejeter I'input; sinon accepter 'input.

» Temps de calcul de M, au pire des cas :
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P+ NP?

» Par exemple, soit le langage L = {0F1* : k& > 0} décidé par la
machine de Turing déterministe M suivante :

Etant donné I'input w (de taille n) :

1. scanner l'input et rejeter 'input si un 0 est trouvé aprés un 1

2. tant qu'un O et un 1 demeurent sur la bande, répéter :

3. scanner la bande et biffer un 0 puis un 1

4. s'il reste des 0 alors que les 1 ont tous été biffés, ou vice
versa : rejeter I'input; sinon accepter 'input.

» Temps de calcul de M, au pire des cas :
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» Par exemple, soit le langage L = {0F1* : k& > 0} décidé par la
machine de Turing déterministe M suivante :

Etant donné I'input w (de taille n) :

1. scanner l'input et rejeter 'input si un 0 est trouvé aprés un 1

2. tant qu'un O et un 1 demeurent sur la bande, répéter :

3. scanner la bande et biffer un 0 puis un 1

4. s'il reste des 0 alors que les 1 ont tous été biffés, ou vice
versa : rejeter I'input; sinon accepter 'input.

» Temps de calcul de M, au pire des cas : Point 1 : n étapes
pour le scan + n étapes pour repositionner la téte en début
de bande;
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» Par exemple, soit le langage L = {0F1* : k& > 0} décidé par la
machine de Turing déterministe M suivante :

Etant donné I'input w (de taille n) :

scanner l'input et rejeter 'input si un 0 est trouvé aprés un 1

tant qu'un O et un 1 demeurent sur la bande, répéter :
scanner la bande et biffer un 0 puis un 1

s'il reste des 0 alors que les 1 ont tous été biffés, ou vice

versa : rejeter I'input; sinon accepter 'input.

=W N

» Temps de calcul de M, au pire des cas : Point 1 : n étapes
pour le scan + n étapes pour repositionner la téte en début
de bande; Points 2 et 3 : au plus n/2 scans, chacun prenant
n étapes pour scanner + n étapes pour se repositionner au
début, donc n/2 * (n + n) = n? étapes;
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» Par exemple, soit le langage L = {0F1* : k& > 0} décidé par la
machine de Turing déterministe M suivante :

Etant donné I'input w (de taille n) :

scanner l'input et rejeter 'input si un 0 est trouvé aprés un 1

tant qu'un O et un 1 demeurent sur la bande, répéter :
scanner la bande et biffer un 0 puis un 1

s'il reste des 0 alors que les 1 ont tous été biffés, ou vice

versa : rejeter I'input; sinon accepter 'input.

=W N

» Temps de calcul de M, au pire des cas : Point 1 : n étapes
pour le scan + n étapes pour repositionner la téte en début
de bande; Points 2 et 3 : au plus n/2 scans, chacun prenant
n étapes pour scanner + n étapes pour se repositionner au
début, donc n/2 * (n + n) = n? étapes; Point 4 : n étapes
pour le scan;
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» Par exemple, soit le langage L = {0F1* : k& > 0} décidé par la
machine de Turing déterministe M suivante :
Etant donné I'input w (de taille n) :
1. scanner l'input et rejeter 'input si un 0 est trouvé aprés un 1
2. tant qu'un O et un 1 demeurent sur la bande, répéter :
3. scanner la bande et biffer un 0 puis un 1
4. s'il reste des 0 alors que les 1 ont tous été biffés, ou vice
versa : rejeter I'input; sinon accepter 'input.

» Temps de calcul de M, au pire des cas : Point 1 : n étapes
pour le scan + n étapes pour repositionner la téte en début
de bande; Points 2 et 3 : au plus n/2 scans, chacun prenant
n étapes pour scanner + n étapes pour se repositionner au
début, donc n/2 * (n + n) = n? étapes; Point 4 : n étapes
pour le scan; En tout : 2n + n? + n = O(n?).
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P+ NP?

» Dans I'exemple précédent, le langage L est décidé par une
machine de Turing déterministe en temps polynomial O(n?).
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» Dans I'exemple précédent, le langage L est décidé par une
machine de Turing déterministe en temps polynomial O(n?).

DEFINITION 9 (CLASSE PTIME)

On appelle PTIME ou P |'ensemble de tous les langages
décidables en temps polynomial par un machine de Turing
déterministe.
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DEFINITION 10 (TEMPS DE CALCUL NON-DET)

Soit M une machine de Turing non-déterministe décideuse. On
appelle temps de calcul de M la fonction f: N — N, ou f(n) est
le nombre maximum d'étapes de calcul effectuées par M sur
n'importe quelle branche de son arbre de computation pour un
input de longueur n.
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P+ NP?

Deterministic Nondeterministic
f(n) reject” f(n)
* l/accept
l _accept/reject I _ reject l
FIGURE : lllustration des temps de calcul dans les cas déterministes et

non-déterministes
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» Considérons le probléeme HPATH de savoir si un graphe pos-
séde un chemin Hamiltonien ou non, i.e.,

HPATH = {(G, s,t) : G est un graphe dirigé

possédant un chemin Hamiltonien de s a ¢}

FI1GURE : Un chemin Hamiltonien de s & ¢ est un chemin de s a ¢
qui visite tous les noeuds du graphe une et une seule fois
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P+ NP?

> Le langage HPAT H décidé par la machine de Turing non-
déterministe A suivante :
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P+ NP?

> Le langage HPAT H décidé par la machine de Turing non-
déterministe A\ suivante :
Etant donné I'input (G, s,t) (de taille n), ot G est un graphe
avec m noeuds, et s et ¢t sont des noeuds de G :
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P £ NP?
> Le langage HPAT H décidé par la machine de Turing non-
déterministe A suivante :
Etant donné I'input (G, s,t) (de taille n), ott G est un graphe
avec m noeuds, et s et ¢t sont des noeuds de G :
1. écrire a la fin de I'input une liste de m nombres (noeuds) 1 <

Pl Pm < m; chaque nombre procéde d’un choix non-

déterministe parmi m possibilités
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NTSCHEIDUNC

P #NP? INDECID

OBLEM CoNc
O 0000000e000

P+ NP?

> Le langage HPAT H décidé par la machine de Turing non-
déterministe A suivante :
Etant donné I'input (G, s,t) (de taille n), ott G est un graphe
avec m noeuds, et s et ¢t sont des noeuds de G :
1. écrire a la fin de I'input une liste de m nombres (noeuds) 1 <
Pl Pm < m; chaque nombre procéde d’un choix non-

déterministe parmi m possibilités
2. s'il y a une répétition parmi ces nombre, rejeter |'input
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SILITE NTSCHEIDUNC

P #NP? INDECID

OBLEM CONCLUSION
O 0000000e000

P+ NP?

> Le langage HPAT H décidé par la machine de Turing non-
déterministe A suivante :
Etant donné I'input (G, s,t) (de taille n), ott G est un graphe
avec m noeuds, et s et ¢t sont des noeuds de G :
1. écrire a la fin de I'input une liste de m nombres (noeuds) 1 <
Pl Pm < m; chaque nombre procéde d’un choix non-

déterministe parmi m possibilités
2. s'il y a une répétition parmi ces nombre, rejeter |'input
3. si p1 # s ou py, #t, rejeter 'input
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P+ NP?

> Le langage HPAT H décidé par la machine de Turing non-
déterministe A suivante :
Etant donné I'input (G, s,t) (de taille n), ott G est un graphe
avec m noeuds, et s et ¢t sont des noeuds de G :

1. écrire a la fin de I'input une liste de m nombres (noeuds) 1 <
Pl Pm < m; chaque nombre procéde d’un choix non-
déterministe parmi m possibilités

2. s'il y a une répétition parmi ces nombre, rejeter |'input

. Si p1 # s ou Py, # t, rejeter 'input
4. pour touti = 1,...,m — 1, vérifier que (p;,p;+1) est une
arréte du graphe; si ce n'est pas le cas, rejeter |'input, sinon

w

accepter |'input
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P+ NP?

> Le langage HPAT H décidé par la machine de Turing non-
déterministe A\ suivante :
Etant donné I'input (G, s,t) (de taille n), ott G est un graphe
avec m noeuds, et s et ¢t sont des noeuds de G :

1. écrire a la fin de I'input une liste de m nombres (noeuds) 1 <
Pl Pm < m; chaque nombre procéde d’un choix non-
déterministe parmi m possibilités

2. s'il y a une répétition parmi ces nombre, rejeter |'input

. Si p1 # s ou Py, # t, rejeter 'input

4. pour touti = 1,...,m — 1, vérifier que (p;,p;+1) est une
arréte du graphe; si ce n'est pas le cas, rejeter |'input, sinon
accepter |'input

w

» Temps de calcul de V, au pire des cas : on peut remarquer
que les points 1, 2, 3 et 4 s'effectuent tous en temps polyno-
mial ; donc on a un temps total O(p(n)), ot p polynéme.
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P+ NP?

» Dans I'exemple précédent, le langage HPAT H est décidé par
une machine de Turing non-déterministe en temps polynomial

O(p(n))-
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3LEM CoNcLT

P+ NP?

» Dans I'exemple précédent, le langage HPAT H est décidé par
une machine de Turing non-déterministe en temps polynomial

O(p(n))-
DEFINITION 11 (cLASSE NPTIME)

On appelle NPTIME ou NP |'ensemble de tous les langages
décidables en temps polynomial par un machine de Turing

non-déterministe.
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P+ NP?

» On a vu que HPATH était décidable par une machine de
Turing non-déterministe en temps poly, i.e., HPATH € NP.
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. P#NP? INDECIDABILITI
00 000000000 e0 ¢

P+ NP?

» On a vu que HPATH était décidable par une machine de
Turing non-déterministe en temps poly, i.e., HPATH € NP.

» On ne connait a ce jour aucune maniére de décider HPATH
par une machine de Turing déterministe en temps polynomial,
i.e., on ignore si HPATH € P.
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P+ NP?

» On a vu que HPATH était décidable par une machine de
Turing non-déterministe en temps poly, i.e., HPATH € NP.

» On ne connait a ce jour aucune maniére de décider HPATH
par une machine de Turing déterministe en temps polynomial,
i.e., on ignore si HPATH € P.

» Ainsi les problémes de P semblent pouvoir étre décidables
bien plus rapidement que ceux de NP.
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P #NP?
00000000080

P+ NP?

» On a vu que HPATH était décidable par une machine de
Turing non-déterministe en temps poly, i.e., HPATH € NP.

» On ne connait a ce jour aucune maniére de décider HPATH
par une machine de Turing déterministe en temps polynomial,
i.e., on ignore si HPATH € P.

» Ainsi les problémes de P semblent pouvoir étre décidables
bien plus rapidement que ceux de NP.

» P = collection des problémes qui sont Turing-décidables « ra-
pidement ».
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00000000080

P+ NP?

» On a vu que HPATH était décidable par une machine de
Turing non-déterministe en temps poly, i.e., HPATH € NP.

» On ne connait a ce jour aucune maniére de décider HPATH
par une machine de Turing déterministe en temps polynomial,
i.e., on ignore si HPATH € P.

» Ainsi les problémes de P semblent pouvoir étre décidables
bien plus rapidement que ceux de NP.

» P = collection des problémes qui sont Turing-décidables « ra-
pidement ».

» NP = collection des problémes dont la validité d'une solution
potentielle (générée de maniére non-déterministe) peut &tre
décidée « rapidement ».
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INDECIDABILITE
o
P+ NP?

ENTSCHEIDUNGSPROBLEM CONCLUSION
[e] 0000000000000 00 [e]e]
0000000000000 000000000000 0000
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P+ NP?

» Par définition, ona P C NP :
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00000 000000000000000000 00000000008 0000000 000000000000000 oo
0000000000 00000000000000  0000000000000000

P+ NP?

» Par définition, ona P C NP :
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P+ NP?

» Par définition, on a P C NP : en effet, soit L € P, alors
L est décidable en temps poly. par une MT dét. M, et donc
L est également décidable en temps poly par la méme MT
non-dét. M (pour laquelle le non-dét. est réduit a sa forme
dégénérée), i.e. L € NP.

» Par contre, on ignore si P C NP ou si P = NP.
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P+ NP?

» Par définition, on a P C NP : en effet, soit L € P, alors
L est décidable en temps poly. par une MT dét. M, et donc
L est également décidable en temps poly par la méme MT
non-dét. M (pour laquelle le non-dét. est réduit a sa forme
dégénérée), i.e. L € NP.

» Par contre, on ignore si P C NP ou si P = NP.

» On conjecture généralement que P C NP, mais cela n’est pas
prouvé, et constitue un des problémes ouverts les plus impor-
tants en informatique théorique (1 Mo de Dollars).

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE JEREMIE CABESSA



P #NP?
000000000 0e

P+ NP?

» Par définition, on a P C NP : en effet, soit L € P, alors
L est décidable en temps poly. par une MT dét. M, et donc
L est également décidable en temps poly par la méme MT
non-dét. M (pour laquelle le non-dét. est réduit a sa forme
dégénérée), i.e. L € NP.

» Par contre, on ignore si P C NP ou si P = NP.

» On conjecture généralement que P C NP, mais cela n’est pas
prouvé, et constitue un des problémes ouverts les plus impor-
tants en informatique théorique (1 Mo de Dollars).

» Les conséquences d'une preuve de P # NP seraient dévas-
tatrices, car beaucoup de processus de sécurité et de cryptage
repose sur des probléme NP-complets.
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000000

INDECIDABILITE

» Nous allons montré qu'il existe une infinité non dénombrable
de problémes qui sont non Turing-reconnaissables et non Tu-
ring-décidables — ou Turing-indécidables.

Langages (2%0)

Langages Turing-reconnaissables (X))

Langages Turing-décidables (X,)
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INDECIDABILITE

» Ces théorémes de limitation constituent, via la thése de Church-
Turing, une restriction drastique de la notion générale de cal-
culabilité (pas si simple en réalité, notions alternatives de cal-
culabilité, etc.).

Langages (2%0)

Langages Turing-reconnaissables ()

Langages Turing-décidables ()
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INDECIDABILITE

» Par définition, une machine de Turing M est un tuple

(Qv Ea F? 53 40, dacc; QTej)
dont chaque élément est une suite finie de symboles.
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INDECIDABILITE

» Par définition, une machine de Turing M est un tuple

(Qv Za F? 53 40, dacc; QTej)
dont chaque élément est une suite finie de symboles.

» Ainsi, formellement, une machine de Turing M n’est rien
d'autre qu'une suite finie de symboles sur un alphabet fini.
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INDECIDABILITE

» Par définition, une machine de Turing M est un tuple

(Qa 27 F7 67 40, Gacc; QTej)
dont chaque élément est une suite finie de symboles.
» Ainsi, formellement, une machine de Turing M n’est rien

d'autre qu'une suite finie de symboles sur un alphabet fini.

» Sil'on code chaque symbole de notre alphabet par un entier,
une machine de Turing M peut-étre codée par une suite d'en-
tiers, qui peut ensuite elle-méme étre codée de maniére non-
ambigué par un unique entier, noté (M).
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INDECIDABILITE

» Par définition, une machine de Turing M est un tuple
(Qa 27 F7 67 40, Gacc; QTej)
dont chaque élément est une suite finie de symboles.

» Ainsi, formellement, une machine de Turing M n’est rien
d'autre qu'une suite finie de symboles sur un alphabet fini.

» Sil'on code chaque symbole de notre alphabet par un entier,
une machine de Turing M peut-étre codée par une suite d'en-
tiers, qui peut ensuite elle-méme étre codée de maniére non-
ambigué par un unique entier, noté (M).

» Ainsi il n'y a pas plus de MT que d’entiers, i.e. |[MT| < .
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00®0000

INDECIDABILITE

» Par définition, une machine de Turing M est un tuple
(Qa 27 F7 67 40, Gacc; QTej)
dont chaque élément est une suite finie de symboles.

» Ainsi, formellement, une machine de Turing M n’est rien
d'autre qu'une suite finie de symboles sur un alphabet fini.

» Sil'on code chaque symbole de notre alphabet par un entier,
une machine de Turing M peut-étre codée par une suite d'en-
tiers, qui peut ensuite elle-méme étre codée de maniére non-
ambigué par un unique entier, noté (M).

» Ainsi il n'y a pas plus de MT que d’entiers, i.e. |[MT| < .
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» Par définition, une machine de Turing M est un tuple

(Qa 3,1, 90, 90, qaces QTej)
dont chaque élément est une suite finie de symboles.

» Ainsi, formellement, une machine de Turing M n’est rien
d'autre qu'une suite finie de symboles sur un alphabet fini.

» Sil'on code chaque symbole de notre alphabet par un entier,
une machine de Turing M peut-étre codée par une suite d'en-
tiers, qui peut ensuite elle-méme étre codée de maniére non-
ambigué par un unique entier, noté (M).

» Ainsi il n'y a pas plus de MT que d’entiers, i.e. |[MT| < .
D'autre part, il est trés facile d'exhiber Xg MT différentes,
donc [MT| > R,.
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INDECIDABILITE

» Par définition, une machine de Turing M est un tuple

(Qa 3,1, 90, 90, qaces QTej)
dont chaque élément est une suite finie de symboles.

» Ainsi, formellement, une machine de Turing M n’est rien
d'autre qu'une suite finie de symboles sur un alphabet fini.

» Sil'on code chaque symbole de notre alphabet par un entier,
une machine de Turing M peut-étre codée par une suite d'en-
tiers, qui peut ensuite elle-méme étre codée de maniére non-
ambigué par un unique entier, noté (M).

» Ainsi il n'y a pas plus de MT que d’entiers, i.e. |[MT| < .
D'autre part, il est trés facile d'exhiber Xg MT différentes,
donc [IMT| > Rgy. Ainsi |MT| =,.
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» [l y a Xy langages Turing-reconnaissables ;

» Il y a Xy langages Turing-décidables.
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LEMME 12

» [l y a Xy langages Turing-reconnaissables ;

» Il y a Xy langages Turing-décidables.

PREUVE :

Il y autant de langages Turing-reconnaissables et Turing-décidables
qu'il y a de MT pour les reconnaitre et les décider, respectivement,
a savoir X (par I'argument précédent). O
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Soit 3 un alphabet fini (avec au moins deux lettres). Alors il y a

280 Jangages possibles sur ¥.
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LEMME 13

Soit 3 un alphabet fini (avec au moins deux lettres). Alors il y a
280 Jangages possibles sur ¥.

PREUVE :

» On suppose (sans perte de généralité) que X = {0,1}.
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LEMME 13

Soit 3 un alphabet fini (avec au moins deux lettres). Alors il y a
280 Jangages possibles sur ¥.

PREUVE :

» On suppose (sans perte de généralité) que ¥ = {0,1}. Tout
langage L sur X peut-étre identifié de maniére bijective par
une suite infinie de bits x;, de la maniére suivante :
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LEMME 13
Soit 3 un alphabet fini (avec au moins deux lettres). Alors il y a
280 Jangages possibles sur ¥.

PREUVE :

» On suppose (sans perte de généralité) que ¥ = {0,1}. Tout
langage L sur X peut-étre identifié de maniére bijective par
une suite infinie de bits x;, de la maniére suivante :

>* = { e, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, ... }
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LEMME 13
Soit 3 un alphabet fini (avec au moins deux lettres). Alors il y a

280 Jangages possibles sur ¥.

PREUVE :

» On suppose (sans perte de généralité) que ¥ = {0,1}. Tout
langage L sur X peut-étre identifié de maniére bijective par
une suite infinie de bits x;, de la maniére suivante :

> ={e¢e, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, ... }
L = { 1, 01, 10, 000, ... }
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LEMME 13

Soit 3 un alphabet fini (avec au moins deux lettres). Alors il y a
280 Jangages possibles sur ¥.

PREUVE :

» On suppose (sans perte de généralité) que ¥ = {0,1}. Tout
langage L sur X peut-étre identifié de maniére bijective par
une suite infinie de bits x;, de la maniére suivante :

>* = { e, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, ... }
L = { 1, 01, 10, 000, ... }
x, = 0 0 1 0 1 1 0 1
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» On montre par diagonalisation que |'ensemble des suites infi-
nies de bits, et donc I'ensemble des langages, est non dénom-
brable. Par I'absurde, supposons cet ensemble dénombrable :
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» On montre par diagonalisation que |'ensemble des suites infi-
nies de bits, et donc I'ensemble des langages, est non dénom-
brable. Par I'absurde, supposons cet ensemble dénombrable :

suten°0:s0= 0 1 1 0 1
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» On montre par diagonalisation que |'ensemble des suites infi-
nies de bits, et donc I'ensemble des langages, est non dénom-
brable. Par I'absurde, supposons cet ensemble dénombrable :

suten°0:s0= 0 1 1 0 1
suten®l:sy= 1 0 1 1 1
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» On montre par diagonalisation que |'ensemble des suites infi-
nies de bits, et donc I'ensemble des langages, est non dénom-
brable. Par I'absurde, supposons cet ensemble dénombrable :

suite n® 0 : sg =
suiten®1: s =

o = O

1 1 0 1
01 11
suite n® 2 : 59 = 01 10
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» On montre par diagonalisation que |'ensemble des suites infi-
nies de bits, et donc I'ensemble des langages, est non dénom-
brable. Par I'absurde, supposons cet ensemble dénombrable :

suten°0:s0= 0 1 1 0 1
suten®l:sy= 1 0 1 1 1
suiten®2:s59= 0 0 1 1 O
suiten®3:53= 0 0 0 1 O
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» On montre par diagonalisation que |'ensemble des suites infi-

nies de bits, et donc I'ensemble des langages, est non dénom-

brable. Par I'absurde, supposons cet ensemble dénombrable :

suite n°® 0 :
suite n® 1 :
suite n° 2 :
suite n° 3 :
suite n® 4 :
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» On montre par diagonalisation que |'ensemble des suites infi-

nies de bits, et donc I'ensemble des langages, est non dénom-

brable. Par I'absurde, supposons cet ensemble dénombrable :

suite n°® 0 :
suite n® 1 :
suite n° 2 :
suite n° 3 :
suite n® 4 :

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE

50
S1
52
83
S4

_ o O =

0

o O O O

O O = =

0

1
1
1
1

o O O = =

JEREMIE CABESSA



HISTOIRE MACHINES DE TURING P #NP? INDECIDABILITE ENTSCHEIDUNGSPROBLEM CONCLUSION

00000 0000000000000 00000 00000000000 0000080 000000000000 000 [e]e]
0000000000 0000000000000 0 000000000000 0000
INDECIDABILITE

» On montre par diagonalisation que |'ensemble des suites infi-
nies de bits, et donc I'ensemble des langages, est non dénom-
brable. Par I'absurde, supposons cet ensemble dénombrable :

suten°0:s0= 0 1 1 0 1
suten®l:sy= 1 0 1 1 1
suiten®2:s59= 0 0 1 1 O
suiten®3:53= 0 0 0 1 O
suiten®4:s4,= 1 0 0 1 O
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» On montre par diagonalisation que |'ensemble des suites infi-
nies de bits, et donc I'ensemble des langages, est non dénom-
brable. Par I'absurde, supposons cet ensemble dénombrable :

suten°0:s0= 0 1 1 0 1
suten®l:sy= 1 0 1 1 1
suiten®2:s59= 0 0 1 1 O
suiten®3:53= 0 0 0 1 O
suiten®4:s4,= 1 0 0 1 O

» On considére lasuites =11001
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» On montre par diagonalisation que |'ensemble des suites infi-
nies de bits, et donc I'ensemble des langages, est non dénom-
brable. Par I'absurde, supposons cet ensemble dénombrable :

suten°0:s0= 0 1 1 0 1
suten°l:57= 1 0 1 1 1
suiten®2:s59= 0 0 1 1 O
suiten®3:53= 0 0 0 1 O
suiten®4:s4,= 1 0 0 1 O

» On considére lasuite s =11 001 ---. Par construction, on

as # s;,Vi €N, ie. s ne fait pas partie du déenombrement,
contradiction.
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» On montre par diagonalisation que |'ensemble des suites infi-
nies de bits, et donc I'ensemble des langages, est non dénom-
brable. Par I'absurde, supposons cet ensemble dénombrable :

suten°0:s0= 0 1 1 0 1
suten°l:57= 1 0 1 1 1
suiten®2:s59= 0 0 1 1 O
suiten®3:53= 0 0 0 1 O
suiten®4:s4,= 1 0 0 1 O

» On considére lasuite s =11 001 ---. Par construction, on

as # s;,Vi €N, ie. s ne fait pas partie du déenombrement,
contradiction. On peut montrer que [{0,1}*| = 2. O
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COROLLAIRE 14

» Il y a 2% langages non Turing-reconnaissables ;

» Il y a 2% langages non Turing-décidables.
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COROLLAIRE 14

» Il y a 2% langages non Turing-reconnaissables ;

» Il y a 2% langages non Turing-décidables.

PREUVE :
Une conséquence directe des lemmes 12 et 13. O
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PROBLEME DE L'ARRET

» Nous allons exhibé un probleme — le probléme de I'arrét ou
Halting problem — qui est Turing-reconnaissable, mais qui
n'est pas Turing-décidable.

Langages (2%0)

Langages Turing-reconnaissables (X))

* Halting problem

Langages Turing-décidables (X,)
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PROBLEME DE L'ARRET

» Le probléme de I'arrét a joué un réle historique crucial, car il
a permis de montrer |'indécidabilité du Entscheidungsproblem
(ou probléeme de décision) de Hilbert.

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE JEREMIE CABESSA



0®000000000000 G

PROBLEME DE L'ARRET

» Le probléme de I'arrét a joué un réle historique crucial, car il
a permis de montrer |'indécidabilité du Entscheidungsproblem
(ou probléeme de décision) de Hilbert.

» Probléme de 'arrét : étant donné un programme P et un in-
put u de ce programme, est-il possible de décider algorithmi-
quement si P va s'arréter sur l'input u ou non?
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PROBLEME DE L'ARRET

» Le probléme de I'arrét a joué un réle historique crucial, car il
a permis de montrer |'indécidabilité du Entscheidungsproblem
(ou probléeme de décision) de Hilbert.

» Probléme de 'arrét : étant donné un programme P et un in-
put u de ce programme, est-il possible de décider algorithmi-
quement si P va s'arréter sur l'input u ou non?

> Probléme de 'arrét : existe-t-il une machine de Turing H qui,
étant donné le code d'une machine de Turing M et le code
d'un input u, permet de décider si M va s'arréter sur 'input
u ou non?
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PROBLEME DE L'ARRET

code d’'une MT M code d’un input u
~— —_— -~ f—&\
Lilof+1fofof1fof1ff#fefofaf [ | |-

Machine de Turing H

» l'input (M, u) est accepté par H si M(u) s'arréte (soit dans
I'état acceptant soit dans I'état rejetant)

> l'input (M, u) est rejeté par H si M(u) ne s'arréte jamais,
i.e. boucle indéfiniment

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE JEREMIE CABESSA



HISTOIRE MACHINES DE TURING P #NP? INDECIDABILITE ENTSCHEIDUNGSPROBLEM CONCLUSION

00000 000000000000 000000 00000000000 0000000 0000000000000 00 [e]e]
0000000000 O00@0000000000 OOOOOOOOOOOOOO0O

PROBLEME DE L'ARRET

» En terme de langage, le probléme de I'arrét correspond donc
a I'ensemble des codes des machines de Turing M et inputs u
tels que M (u) s'arréte (dans un état acceptant ou rejetant),
i.e. M ne boucle pas infiniment.

JEREMIE CABESSA
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PROBLEME DE L'ARRET

» En terme de langage, le probléme de I'arrét correspond donc
a I'ensemble des codes des machines de Turing M et inputs u
tels que M (u) s'arréte (dans un état acceptant ou rejetant),
i.e. M ne boucle pas infiniment.

DEFINITION 15 (PROBLEME DE L’ARRET)

Le probléme de I'arrét est le langage
Ly = {(M,u) : M est une MT qui s'arréte sur I'input u}

ou ( . ) correspond a une fonction de codage (e.g. binaire).

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE JEREMIE CABESSA



HISTOIRE MACHINEs DE TURING P #NP? INDECIDABILITE ENTSCHEIDUNGSPROBLEM CONCLUSION

00000 000000000000 000000 00000000000 0000000 0000000000000 00 [e]e]
0000000000 O000@000000000 OOOOOOOOOOOO0O0O

PROBLEME DE L'ARRET

Le probléme de I'arrét, i.e. le langage L4, est Turing-reconnaissable.
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PROBLEME DE L'ARRET

Le probléme de I'arrét, i.e. le langage L4, est Turing-reconnaissable.

PREUVE :

» Considérons une machine de Turing universelle My qui peut
simuler le comportement de toute machine de Turing M et
input u donnés en input codé sous la forme (M, u).
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PROBLEME DE L'ARRET

Le probléme de I'arrét, i.e. le langage L4, est Turing-reconnaissable.

PREUVE :

» Considérons une machine de Turing universelle My qui peut
simuler le comportement de toute machine de Turing M et
input u donnés en input codé sous la forme (M, u).

» Modifions la MT My en la MT Mj; comme suit :
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PROBLEME DE L'ARRET

Le probléme de I'arrét, i.e. le langage L4, est Turing-reconnaissable.

PREUVE :

» Considérons une machine de Turing universelle My qui peut
simuler le comportement de toute machine de Turing M et
input u donnés en input codé sous la forme (M, u).

» Modifions la MT My en la MT Mj; comme suit :

e Si My accepte l'input (M, u), alors M}, accepte (M, u).
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PROBLEME DE L'ARRET

Le probléme de I'arrét, i.e. le langage L4, est Turing-reconnaissable.

PREUVE :

» Considérons une machine de Turing universelle My qui peut
simuler le comportement de toute machine de Turing M et
input u donnés en input codé sous la forme (M, u).

» Modifions la MT My en la MT Mj; comme suit :

e Si My accepte l'input (M, u), alors M}, accepte (M, u).
e Si My rejéte I'input (M, u), alors My, accepte (M, u).
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PROBLEME DE L'ARRET

Le probléme de I'arrét, i.e. le langage L4, est Turing-reconnaissable.

PREUVE :

» Considérons une machine de Turing universelle My qui peut
simuler le comportement de toute machine de Turing M et
input u donnés en input codé sous la forme (M, u).

» Modifions la MT My en la MT Mj; comme suit :

e Si My accepte l'input (M, u), alors M}, accepte (M, u).
e Si My rejéte I'input (M, u), alors My, accepte (M, u).
e Si My ne s'arréte pas sur (M, u), alors Mj; non plus.
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Le probléme de I'arrét, i.e. le langage L4, est Turing-reconnaissable.

PREUVE :

» Considérons une machine de Turing universelle My qui peut
simuler le comportement de toute machine de Turing M et
input u donnés en input codé sous la forme (M, u).

» Modifions la MT My en la MT Mj; comme suit :

e Si My accepte l'input (M, u), alors M}, accepte (M, u).
e Si My rejéte I'input (M, u), alors My, accepte (M, u).
e Si My ne s'arréte pas sur (M, u), alors Mj; non plus.

» Dans ce cas, M, accepte tous les (M, u) tels que M (u)

s'arréte (dans gaccept OU Greject), i-€. My, reconnait L. O
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PROBLEME DE L'ARRET

THEOREME 17 (TURING 1936)

Le probléeme de I'arrét, i.e. le langage Ly, n'est pas Turing-
décidable.
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PROBLEME DE L'ARRET
PREUVE:

» Par 'absurde, supposons Ly; Turing-décidable par une MT #H,
i.e. :

acce: i ! &t
H{(M,u)) = Qaccept S M(u) s'arréte

Qreject St M(u) ne s'arréte pas.
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PROBLEME DE L'ARRET
PREUVE:

» Par 'absurde, supposons Ly; Turing-décidable par une MT #H,
i.e. :

acce: i ! &t
H{(M,u)) = Qaccept S M(u) s'arréte

Qreject St M(u) ne s'arréte pas.

» Remarque : le code (M) est une suite de bits, il peut donc
faire office d'input !
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PROBLEME DE L'ARRET
PREUVE:

» Par 'absurde, supposons Ly; Turing-décidable par une MT #H,

ie.:

acce: i ! &t
H{(M,u)) = Qaccept  SI M(u) s'arréte

Qreject St M(u) ne s'arréte pas.

» Remarque : le code (M) est une suite de bits, il peut donc
faire office d'input !

» On modifie léegérement le programme de H pour obtenir la
MT H' suivante :

Gaccept si H(<M7 <M>>) = Gaccept
Qreject si H(<M7 <M>>) = Greject-
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» On a donc:

Qaccept

(M) =

Qreject
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si H((M, <M>>) = Gaccept
si H((M, <M>>) = Qreject
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PROBLEME DE L'ARRET

» On a donc:

Gaccept si H(<M7 <M>>) = Gaccept

H((M)) =
(< >) Qreject si H((-/Vla <M>>) = Qreject

» On modifie facilement le programme de H’ pour obtenir la
MT H” suivante :

oo—loop  si Hl(<M>) = {Gaccept

1" (M) =
D™ e 5 M) = e

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE JEREMIE CABESSA



HISTOIRE MACHINEs DE TURING P #NP? INDECIDABILITE ENTSCHEIDUNGSPROBLEM CONCLUSION

00000 000000000000 000000 00000000000 0000000 0000000000000 00 [e]e]
0000000000 O0000000@00000 OOOOOOOOOOOO0O0O

PROBLEME DE L'ARRET

» Si I'on considére la computation de H” sur son propre code,
ona:

H'((H")) = co—loop si H'((H")) = qaccept
sit H(H", (H")) = daccept
si. H'((H")) s'arréte
H”(<H”>) = {accept si 7‘1/(<H”>) = Qreject
sit HH", (H")) = treject
si. H"((H")) ne s'arréte pas
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PROBLEME DE L'ARRET

» Si I'on considére la computation de H” sur son propre code,
ona:

H'((H")) = co—loop si H'((H")) = qaccept
sit H(H", (H")) = daccept
si. H'((H")) s'arréte
H”(<H”>) = Gaccept si 7‘1’(0‘[”)) = Qreject
sit HH", (H")) = treject
si. H"((H")) ne s'arréte pas

» Donc H"((H")) s'arréte si et seulement si H"((H")) ne s'ar-
réte pas, contradiction. O

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE JEREMIE CABESSA



HISTOIRE
00000

MACHINES DE TURING

0000000000

P #NP?
000000000000 000000 00000000000 0000000

INDECIDABILITE

ENTSCHEIDUNC
0000000000000 00

CONCLUSION
[e]e]

SPROBLEM

0000000000000 OOOOOOOOOOOO0O0O

PROBLEME DE L'ARRET

» Nous allons finalement exhibé un probléme — le complémen-

taire du probléme de I'arrét — qui n'est pas

sable (donc pas Turing-décidable non plus).

Langages (2%0)

Turing-reconnais-

* (Halting problem)®

Langages Turing-reconnaissables (X))

* Halting problem

Langages Turing-décidables (X,)
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PROBLEME DE L'ARRET

Un langage L est Turing-décidable si et seulement si L et L¢ sont

tous deux Turing-reconnaissables.
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PROBLEME DE L'ARRET

LEMME 18

Un langage L est Turing-décidable si et seulement si L et L¢ sont
tous deux Turing-reconnaissables.

PREUVE :

(=) Soit M une MT qui décide L ; alors M reconnait L.
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PROBLEME DE L'ARRET

LEMME 18

Un langage L est Turing-décidable si et seulement si L et L¢ sont
tous deux Turing-reconnaissables.

PREUVE :

(=) Soit M une MT qui décide L ; alors M reconnait L.
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PROBLEME DE L'ARRET

LEMME 18

Un langage L est Turing-décidable si et seulement si L et L¢ sont
tous deux Turing-reconnaissables.

PREUVE :

(=) Soit M une MT qui décide L ; alors M reconnait L. De plus,
la MT M€ obtenue en permutant les états acceptant et reje-
tant de M reconnait (et méme décide) L°.

acc [ L rej i Le
M) = q siu € ME(u) = Qrej SIUE

Qrej Siu gL Qace SIu € L°
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PROBLEME DE L'ARRET

(<) Supposons L et L€ reconnaissables par les MT M; et Mo,
respectivement. Alors L est décidé par la MT M ci-dessous :
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PROBLEME DE L'ARRET

(<) Supposons L et L€ reconnaissables par les MT M; et Mo,
respectivement. Alors L est décidé par la MT M ci-dessous :

Etant donné I'input u :
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PROBLEME DE L'ARRET

(<) Supposons L et L€ reconnaissables par les MT M; et Mo,
respectivement. Alors L est décidé par la MT M ci-dessous :
Etant donné I'input u :
1. simuler les MT M et M en paralléle sur I'input u;
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PROBLEME DE L'ARRET

(<) Supposons L et L€ reconnaissables par les MT M; et Mo,
respectivement. Alors L est décidé par la MT M ci-dessous :
Etant donné I'input u :
1. simuler les MT M et M en paralléle sur I'input u;
2. si M1(u) = Qaccept, accepter I'input;
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PROBLEME DE L'ARRET

(<) Supposons L et L€ reconnaissables par les MT M; et Mo,
respectivement. Alors L est décidé par la MT M ci-dessous :
Etant donné I'input u :
1. simuler les MT M et M en paralléle sur I'input u;
si M1 (u) = qaccept, accepter l'input;
3. si Ma(w) = Gaccept, rejeter I'input.
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PROBLEME DE L'ARRET

(<) Supposons L et L€ reconnaissables par les MT M; et Mo,
respectivement. Alors L est décidé par la MT M ci-dessous :
Etant donné I'input u :
1. simuler les MT M et M en paralléle sur I'input u;
2. si M1(u) = Qaccept, accepter I'input;
3. si Ma(w) = Gaccept, rejeter I'input.

» Siwu € L, alors Mi(u) = accept (puisque M reconnait L);
donc M(u) = qaccept-
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PROBLEME DE L'ARRET

(<) Supposons L et L€ reconnaissables par les MT M; et Mo,
respectivement. Alors L est décidé par la MT M ci-dessous :

Etant donné I'input u :
1. simuler les MT M et M en paralléle sur I'input u;
2. si M1(u) = Qaccept, accepter I'input;
3. si Ma(u) = Gaccept, rejeter I'input.
» Siwu € L, alors Mi(u) = accept (puisque M reconnait L);
donc M(u) = qaccept-
» Siu & L,ie.u € L alors Ma(u) = Gaecept (Puisque Mo
reconnait L¢); donc M(u) = Greject.
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PROBLEME DE L'ARRET

(<) Supposons L et L€ reconnaissables par les MT M; et Mo,
respectivement. Alors L est décidé par la MT M ci-dessous :

Etant donné I'input u :
1. simuler les MT M et M en paralléle sur I'input u;
2. si M1(u) = Qaccept, accepter I'input;
3. si Ma(u) = Gaccept, rejeter I'input.
» Siwu € L, alors Mi(u) = accept (puisque M reconnait L);
donc M(u) = qaccept-
» Siu & L,ie.u € L alors Ma(u) = Gaecept (Puisque Mo
reconnait L¢); donc M(u) = Greject.
> Ainsi, M s'arréte sur tous les inputs possibles et décide L.
L]
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PROBLEME DE L'ARRET

COROLLAIRE 19

Le complémentaire du probléme de I'arrét, LS,, n'est pas

Turing-reconnaissable.
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PROBLEME DE L'ARRET

COROLLAIRE 19

Le complémentaire du probléme de I'arrét, LS,, n'est pas
Turing-reconnaissable.

PREUVE :

Si L, est Turing-reconnaissable, on a Ly et L§, tous deux
Turing-reconnaissables, donc, par le Lemme 18, Ly
Turing-décidable, contradiction (Théoréme 17). O
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PROBLEME DE L'ARRET

Langages (280)

* (Halting problem)c

Langages Turing-reconnaissables (X;)

* Halting problem

Langages Turing-décidables (X,)

FIGURE : Résumé de la situation
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» En 1928, Hilbert et Ackermann proposent un fameux probléme
de décision, connu sous le nom de Entscheidungsproblem.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» En 1928, Hilbert et Ackermann proposent un fameux probléme
de décision, connu sous le nom de Entscheidungsproblem.
“Das Entscheidungsproblem is gelést, wenn man ein
Verfahren kennt, das bei einem vorgelegten logischen
Ausdruck durch endlich viele Operationen die Ent-
scheidung (iber die Allgemeingiiltigkeit bzw. Erfiill-
barkeit erlaubt.”
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» En 1928, Hilbert et Ackermann proposent un fameux probléme
de décision, connu sous le nom de Entscheidungsproblem.
“Das Entscheidungsproblem is gelést, wenn man ein
Verfahren kennt, das bei einem vorgelegten logischen
Ausdruck durch endlich viele Operationen die Ent-
scheidung (iber die Allgemeingiiltigkeit bzw. Erfiill-
barkeit erlaubt.”

» Entscheidungsproblem : étant donné un ensemble d'axiomes T’
et un énoncé ¢ de la logique du premier ordre, existe-t-il une
« procédure effective » (Verfahren) qui détermine en un temps

fini si  est prouvable & partir de T ou non?

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE JEREMIE CABESSA



HISTOIRE MACHINEs DE TURING P #NP? INDECIDABILITE ENTSCHEIDUNGSPROBLEM CONCLUSION

00000 000000000000 000000 00000000000 0000000 0O®@0000000000000 [e]e]
0000000000 000000000000 00 0000000000 O000000

ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

IDEE GENERALE DE HILBERT

Proposer une « mécanisation effective » du raisonnement

mathématique, du concept de preuve.

» a donné lieu a toute la « théorie de la démonstration », avec
une multitude d’applications de nos jours...
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

> Probléme : 3 ce moment-1a, il n'y a pas de formulation claire
de ce qu'est une « procédure effective » (Verfahren).
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

> Probléme : 3 ce moment-1a, il n'y a pas de formulation claire
de ce qu'est une « procédure effective » (Verfahren).

» En 1936, Alonso Church et Alan Turing introduisent deux no-
tions de “procédure effective”, le lambda calcul et la machine
de Turing, respectivement, et prouvent indépendamment que
le Entscheidungsproblem de la logique du premier ordre est
indécidable (relativement a ces notions de calculabilité).
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

> Probléme : 3 ce moment-1a, il n'y a pas de formulation claire
de ce qu'est une « procédure effective » (Verfahren).

» En 1936, Alonso Church et Alan Turing introduisent deux no-
tions de “procédure effective”, le lambda calcul et la machine
de Turing, respectivement, et prouvent indépendamment que
le Entscheidungsproblem de la logique du premier ordre est
indécidable (relativement a ces notions de calculabilité).

» Ces notions de calculabilité (lambda calcul et machine de Tu-
ring) sont en fait équivalentes.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

> Probléme : 3 ce moment-1a, il n'y a pas de formulation claire
de ce qu'est une « procédure effective » (Verfahren).

» En 1936, Alonso Church et Alan Turing introduisent deux no-
tions de “procédure effective”, le lambda calcul et la machine
de Turing, respectivement, et prouvent indépendamment que
le Entscheidungsproblem de la logique du premier ordre est
indécidable (relativement a ces notions de calculabilité).

» Ces notions de calculabilité (lambda calcul et machine de Tu-
ring) sont en fait équivalentes.

» Church donne la premiére preuve. Celle de Turing est plus in-
tuitive...
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

THEOREME 20 (CHURCH-TURING 1936)

» Le Entscheidungsproblem pour la logique du premier ordre est
Turing-indécidable.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

THEOREME 20 (CHURCH-TURING 1936)

» Le Entscheidungsproblem pour la logique du premier ordre est
Turing-indécidable.

» Etant donné un ensemble d'axiomes ' et un énoncé o de la
logique du premier ordre, le probléme de savoir siT' F ¢ ou
non est Turing-indécidable.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

THEOREME 20 (CHURCH-TURING 1936)

» Le Entscheidungsproblem pour la logique du premier ordre est
Turing-indécidable.

» Etant donné un ensemble d'axiomes ' et un énoncé o de la
logique du premier ordre, le probléme de savoir siT = ¢ ou
non est Turing-indécidable.

» Le langage {(T',¢) : T ¢} est Turing-indécidable.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Remarque : Le Entscheidungsproblem pour la logique du pre-
mier ordre est en général Turing-indécidable
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Remarque : Le Entscheidungsproblem pour la logique du pre-
mier ordre est en général Turing-indécidable

» Mais pour certaines théories I' (complétes) « faibles », le pro-
bléme de décision “T" - ¢ 7" est Turing-décidable.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Remarque : Le Entscheidungsproblem pour la logique du pre-
mier ordre est en général Turing-indécidable

» Mais pour certaines théories I' (complétes) « faibles », le pro-
bléme de décision “T" - ¢ 7" est Turing-décidable.

» le calcul des prédicats monadiques du premier ordre
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Remarque : Le Entscheidungsproblem pour la logique du pre-
mier ordre est en général Turing-indécidable

» Mais pour certaines théories I' (complétes) « faibles », le pro-
bléme de décision “T" - ¢ 7" est Turing-décidable.

» le calcul des prédicats monadiques du premier ordre

> la théorie des ordres denses
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Remarque : Le Entscheidungsproblem pour la logique du pre-
mier ordre est en général Turing-indécidable

» Mais pour certaines théories I' (complétes) « faibles », le pro-
bléme de décision “T" - ¢ 7" est Turing-décidable.

» le calcul des prédicats monadiques du premier ordre
> la théorie des ordres denses

» |'arithmétique de Presburger
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

PREUVE (IDEE) :

» On réduit le Entscheidungsproblem au probléme de I'arrét qui
est Turing-indécidable.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

PREUVE (IDEE) :

» On réduit le Entscheidungsproblem au probléme de I'arrét qui
est Turing-indécidable.
» Pour toute machine de Turing M et input u, on associe une

théorie et un énoncé de la logique du premier ordre I' vy, et

©(M,u) tels que

L (v F @) ssi la computation M(u) s'arréte.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Ainsi si le Entscheidungsproblem {(I', ) : I' F ¢} était Tu-
ring-décidable, alors le probléme de I'arrét

{{IM,u) : M(u) s'arréte}

le serait également par la machine de Turing suivante :
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Ainsi si le Entscheidungsproblem {(I', ) : I' F ¢} était Tu-
ring-décidable, alors le probléme de I'arrét

{{IM,u) : M(u) s'arréte}
le serait également par la machine de Turing suivante :
Etant donné I'input (M, u) :
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Ainsi si le Entscheidungsproblem {(I', ) : I' F ¢} était Tu-
ring-décidable, alors le probléme de I'arrét
{{IM,u) : M(u) s'arréte}
le serait également par la machine de Turing suivante :

Etant donné I'input (M, u) :
L. transformer (M, u) en (I'(aq,u), P(M,u))
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Ainsi si le Entscheidungsproblem {(I', ) : I' F ¢} était Tu-
ring-décidable, alors le probléme de I'arrét
{{IM,u) : M(u) s'arréte}
le serait également par la machine de Turing suivante :
Etant donné I'input (M, u) :
1. transformer (M, u) en <F(M7u),ga(M,u)>;
2. lancer la procédure de décision du Entscheidungsproblem sur
Finput (T'(,u), P(M,u))-
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Ainsi si le Entscheidungsproblem {(I', ) : I' F ¢} était Tu-
ring-décidable, alors le probléme de I'arrét

{{IM,u) : M(u) s'arréte}

le serait également par la machine de Turing suivante :
Etant donné I'input (M, u) :
L. transformer (M, u) en (I'(aq,u), P(M,u))
2. lancer la procédure de décision du Entscheidungsproblem sur
|’input <F(M,u)7@(M,u)>
3. Si la procédure accepte (I'(aq,u), P(M,u)), accepter (M, u);
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Ainsi si le Entscheidungsproblem {(I', ) : I' F ¢} était Tu-
ring-décidable, alors le probléme de I'arrét
{{IM,u) : M(u) s'arréte}
le serait également par la machine de Turing suivante :
Etant donné I'input (M, u) :
L. transformer (M, u) en (I'(aq,u), P(M,u))
2. lancer la procédure de décision du Entscheidungsproblem sur
|’input <F(M,u)7@(M,u)>
3. Si la procédure accepte (I'(aq,u), P(M,u)), accepter (M, u);
4. Si la procédure rejéte (I'(u,u)s P(au)), rejeter (M, u).
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Ainsi si le Entscheidungsproblem {(I', ) : I' F ¢} était Tu-
ring-décidable, alors le probléme de I'arrét

{{IM,u) : M(u) s'arréte}

le serait également par la machine de Turing suivante :
Etant donné I'input (M, u) :
L. transformer (M, u) en (I'(aq,u), P(M,u))
2. lancer la procédure de décision du Entscheidungsproblem sur
anUt <F(M,u)7(p(M,u)>
3. Si la procédure accepte (I'(aq,u), P(M,u)), accepter (M, u);
4. Si la procédure rejéte (I'(u,u)s P(au)), rejeter (M, u).
» Ceci est une contradiction (Théoréme 17); donc le Entschei-
dungsproblem est Turing-indécidable.
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PREUVE :

» Pour toute machine de Turing M et input u, on associe une
théorie et un énoncé de la logique du premier ordre I'( vy, et

O(M.u) tels que

L(Mu) P @M Ssi la computation M (u) s'arréte.
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PREUVE :

» Pour toute machine de Turing M et input u, on associe une
théorie et un énoncé de la logique du premier ordre I'( vy, et

©(M,u) tels que
L(Mu) P @M Ssi la computation M (u) s'arréte.

» Sans perte de généralité, one se limite au machines de Turing
sur un alphabet unaire (“1") avec une bande infinie & gauche
et a droite; la preuve de I'indécidabilité du probléme de I'arrét
pour ces machines est identique.
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PREUVE :
» Pour toute machine de Turing M et input u, on associe une
théorie et un énoncé de la logique du premier ordre I'( vy, et
©(M,u) tels que

L(Mu) P @M Ssi la computation M (u) s'arréte.

» Sans perte de généralité, one se limite au machines de Turing
sur un alphabet unaire (“1") avec une bande infinie & gauche
et a droite; la preuve de I'indécidabilité du probléme de I'arrét
pour ces machines est identique.

» Soient M et u une machine de Turing et un input.
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» Syntaxe (basée sur M et u) : le langage contient un symbole
de constante (0), un de symbole de prédicat unaire Q; pour
chaque état non final ¢; de M, et quatre symboles de prédi-
cats binaires

= {0, (Qi)iz1, S, <, P’M}
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» Sémantique (basée sur M et u) : on considére la L-structure

M = (Z,0M (@MY, M7, <M P )
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Sémantique (basée sur M et u) : on considére la L-structure

M = (Z,0M (@MY, M7, <M P )

» OM" =0
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Sémantique (basée sur M et u) : on considére la L-structure

M = (Z,0M (@MY, M7, <M P )

» 0M =0
> Q{V‘ = {t € N: M(u) est dans I'état ¢; au temps t}
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Sémantique (basée sur M et u) : on considére la L-structure

M = (Z,0M (@MY, M7, <M P )

» OM =0
» QM = {t € N: M(u) est dans I'état ¢; au temps ¢}
» SM" . relation de successeur usuelle sur Z
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Sémantique (basée sur M et u) : on considére la L-structure

M = (Z,0M (@MY, M7, <M P )

» OM* = O

» QM = {t € N: M(u) est dans I'état ¢; au temps ¢}
» SM" . relation de successeur usuelle sur Z

» <M" - relation d’ordre stricte usuelle sur Z
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Sémantique (basée sur M et u) : on considére la L-structure

M = (Z,0M (@MY, M7, <M P )

» OM* = O

» QM = {t € N: M(u) est dans I'état ¢; au temps ¢}

» SM" . relation de successeur usuelle sur Z

» <M" - relation d’ordre stricte usuelle sur Z

» PM" = {(t,2) € NxZ : au temps t, M(u) scanne la cellule z}
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Sémantique (basée sur M et u) : on considére la L-structure

M = (Z,0M (@MY, M7, <M P )

» OM =0

> Q{V‘ = {t € N: M(u) est dans I'état ¢; au temps t}

» SM” : relation de successeur usuelle sur Z

» <M . relation d'ordre stricte usuelle sur Z

» PM" = {(t,2) € NxZ : au temps t, M(u) scanne la cellule z}

» MM = {(t,z) € NXZ : au temps t, M(u) a sa cellule z marquée}
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

On donne les formules qui forment T'( ().
1. Premieres formules de T'( ) : le “background information”.

Vu Yo Yw (((S(u,v) A S(u,w)) = v =w) A

(1)
((S(v,u) A S(w,u)) = v=w))

Yu Yo (S(u,v) = u < v) A

2
Yu Yo YV ((u < vAv <w) = u<w) @)

Yu Yo (u < v—u#0) (3)
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

On donne les formules qui forment T'( ().

1. Premieres formules de T'( ) : le “background information”.

Vu Yo Yw (((S(u,v) A S(u,w)) = v =w) A

(1)
((S(v,u) A S(w,u)) = v=w))
Yu Yo (S(u,v) = u < v) A )
Yu Yo YV ((u < vAv <w) = u<w) @)
Yu Yo (u < v—u#0) (3)

» Ces formules sont satisfaites dans M* (les relations de succes-
seur et d'ordre strictes sur Z satisfont ces formules).
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» On introduit quelques abréviations...

» So(u,v) pour u =v
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» On introduit quelques abréviations...

» So(u,v) pour u =v
» S1(u,v) pour S(u,v)

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE

ENTSCHEIDUNGSPROBLEM CONCLUSION
00000000000e000

[e]e]

JEREMIE CABESSA



HIsTOIRE MaAcHINES DE TURING P #NP? INDECIDABILITE ENTSCHEIDUNGSPROBLEM CONCLUSION

00000 000000000000 000000 00000000000 0000000 00000000000 e000 [e]e]
0000000000 000000000000 00 0000000000 O000000

ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» On introduit quelques abréviations...
> So(u,v) pour u=wv
> S1(u,v) pour S(u,v)
> Sz(u,v) pour Jy (S(u,y) A S(y,v))
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» On introduit quelques abréviations...

So(u,v) pour u =wv

S1(u,v) pour S(u,v)

Sa(u,v) pour 3y (S(u,y) A S(y,v))

S3(u,v) pour Jy1 Jyz (S(u,y1) A S(y1,y2) A S(y2,v))

vV v v v
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» On introduit quelques abréviations...

So(u,v) pour u =wv

S1(u,v) pour S(u,v)

Sa(u,v) pour Jy (S(u,y) A S(y,v))

S3(u,v) pour Jy1 Jy2 (S(u,y1) A S(y1,y2) A S(y2,v))
etc.

vV vV.v v v
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» On introduit quelques abréviations...

So(u,v) pour u =wv

S1(u,v) pour S(u,v)

Sa(u,v) pour 3y (S(u,y) A S(y,v))

S3(u,v) pour Jy1 Jya (S(u, y1) A S(y1,y2) A S(y2,v))
etc.

S_i(u,v) pour S;(v,u)

vV V. vV vV VY
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Les formules suivantes sont prouvable & partir de (1)—(3),
donc satisfaites dans M*.

Yu Yo Yw (((Si(u,v) A S;(u,w)) = v=w) A
((Si(v,u) AS;(w,u)) = v=w))

Yu Yo (Si(u,v) 2 u<v) sii#0 (5)
Yu Yo (Si(u,v) > u#v) sii#0 (6)
Vu Yo Yw ((S;(u, w) A S(w,v)) = Sj(u,v)) sij=i+1 (7)

Vu Yo Yw ((Sj(u,w) A S(v,w)) = Si(u,v)) sit=35—1 (8)
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» On introduit encore quelques abréviations...
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» On introduit encore quelques abréviations...
» y =1 pour S1(0,y)
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» On introduit encore quelques abréviations...
> y =1 pour S1(0,y)
» y =2 pour S2(0,y)
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0000000000 000000000000 00 0000000000 O000000

ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» On introduit encore quelques abréviations...
> y =1 pour S1(0,y)
» y =2 pour S2(0,y)
> etc.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» On introduit encore quelques abréviations...

y =1 pour 51(0,y)

y = 2 pour S2(0,y)
etc.

y = —1 pour S_1(0,y)

vV v v v

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» On introduit encore quelques abréviations...

y =1 pour S1(0,y)

y = 2 pour S2(0,y)
etc.

y = —1 pour S_1(0,y)
y = —2 pour S_5(0,y)

vV vV.v v v

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» On introduit encore quelques abréviations...

y =1 pour S1(0,y)

y = 2 pour S2(0,y)
etc.

y = —1 pour S_1(0,y)
y = —2 pour S_5(0,y)
etc.

vV vV vV VvV VY

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» On introduit encore quelques abréviations...
» y =1 pour S1(0,y)
» y =2 pour S2(0,y)
> etc.

y = —1 pour S_1(0,y)

y = —2 pour S_5(0,y)

etc.

v v v

» Ainsi, on peut écrire des formules du type :
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» On introduit encore quelques abréviations...
> y =1 pour S1(0,y)
> y =2 pour S2(0,y)
> etc.

» y=—1 pour S_1(0,y)
» y=—2 pour S_5(0,y)
> etc.

» Ainsi, on peut écrire des formules du type :
> Qi(2) pour Jy (y =21 Qi(y)) i.e
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00000 000000000000 000000 00000000000 0000000 0000000000000 e0 [e]e]
0000000000 000000000000 00 0000000000 O000000

ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» On introduit encore quelques abréviations...
> y =1 pour S1(0,y)
> y =2 pour S2(0,y)
> etc.

» y=—1 pour S_1(0,y)
» y=—2 pour S_5(0,y)
> etc.

» Ainsi, on peut écrire des formules du type :
> Qi(2) pour Jy (y =21 Qi(y)) i.e

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE JEREMIE CABESSA



HisTOIRE MACHINES DE TURING P #NP? INDECIDABILITE ENTSCHEIDUNGSPROBLEM CONCLUSION

00000 000000000000 000000 00000000000 0000000 0000000000000 e0 [e]e]
0000000000 000000000000 00 0000000000 O000000

ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» On introduit encore quelques abréviations...
> y =1 pour S1(0,y)

» y =2 pour S2(0,y)

> etc.

» y = —1 pour S_1(0,y)
» y=—2 pour S_5(0,y)
> etc.

» Ainsi, on peut écrire des formules du type :

> Qi(2) pour Iy (y =2AQ;(y)) ie.
Jy (52(0,y) A Qi(y)) e
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» On introduit encore quelques abréviations...

> y =1 pour S1(0,y)

» y =2 pour S2(0,y)

> etc.

» y = —1 pour S_1(0,y)
» y=—2 pour S_5(0,y)
> etc.

» Ainsi, on peut écrire des formules du type :
> Qi(2) pour Jy (y =21 Qi(y)) i.e
Jy (52(0,y) A Qi(y)) e
Jy (32 (5(0,2) A S(z,9)) A Qi(y))
» S(2,u) pour Jy (y=2AS(y,u)) =...
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Avec ces abréviations, les formules suivantes sont prouvables
a partir de (1)—(3), donc satisfaites dans M™* (ou p et ¢q dési-
gnent des entiers relatifs).

P#q sip#q (9)
Yo (S(m,v) »v=k) outk=m+1 (10)
Vu (S(u, k) 2u=m) oum==k—1 (11)
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

2. Deuxiéme formule de I'( vy, : la “configuration au temps 0" :
I'input 1---1 de taille n est écrit sur la bande.

Q0(0) A P(0,0) A M(0,0) A M(0,1) A... A M(0,n) A

(12)
Ve (20N #0A...ANx#n—1)—= -M(0,z))
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

2. Deuxiéme formule de I'( vy, : la “configuration au temps 0" :
I'input 1---1 de taille n est écrit sur la bande.

Qo(0) A P(0,0) A M(0,0) AM(0,1) A... ADM(0,n) A

(12)
Ve (20N #0A...ANx#n—1)—= -M(0,z))

» Cette formule est satisfaite dans M*.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

3. Troisiémes formules de T'( ) : une formule pour chaque ins-
truction non-terminale de M.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

3. Troisiémes formules de T'( ) : une formule pour chaque ins-
truction non-terminale de M.

> Rappel : notre MT est sur un alphabet unaire (lettre “1").
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

3. Troisiémes formules de T'( ) : une formule pour chaque ins-
truction non-terminale de M.

> Rappel : notre MT est sur un alphabet unaire (lettre “1").

» On suppose sans perte de généralité que les instructions de
type “marquage’ et de type “mouvement” sont bien séparées
dans le programme de la MT M (cf. deux slides suivants).
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

3. Troisiémes formules de T'( ) : une formule pour chaque ins-
truction non-terminale de M.

> Rappel : notre MT est sur un alphabet unaire (lettre “1").

» On suppose sans perte de généralité que les instructions de
type “marquage’ et de type “mouvement” sont bien séparées
dans le programme de la MT M (cf. deux slides suivants).

» On abrége les prédicat M par M et sa négation =M par M.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Instruction de “marquage/effacement” : le symbole est modifié
mais la téte de lecture reste sur place;
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Instruction de “marquage/effacement” : le symbole est modifié
mais la téte de lecture reste sur place;

> (¢i,€e) — (g;,€'), avec e # €’ qui valent b (blank) ou 1.

VitV (Qi(t) A P(t,z) A M.(t,x) —

Ju (S(t,u) A P(u,z) A Mo (u, z) A Qj(u) A
Vy ((y # = A M(ty)) = M(u,y)) A
Yy ((y # 2 A=M(t,y)) = =M (u,y))))

(13)
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Instruction de “marquage/effacement” : le symbole est modifié
mais la téte de lecture reste sur place;

> (¢i,€e) — (g;,€'), avec e # €’ qui valent b (blank) ou 1.

VitV (Qi(t) A P(t,z) A M.(t,x) —

Ju (S(t,u) A P(u,z) A Mo (u, z) A Qj(u) A
Vy ((y # = A M(ty)) = M(u,y)) A
Yy ((y # 2 A=M(t,y)) = =M (u,y))))

(13)

» Ces formules sont satisfaites dans M*.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Instruction de “mouvement” : la position de la téte est modi-
fiee (left or right) mais le symbole (e) reste identique;
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Instruction de “mouvement” : la position de la téte est modi-
fiee (left or right) mais le symbole (e) reste identique;

> (gi,e) — (gj,e,L ou R), avec e qui vaut b (blank) ou 1.

Vit Vo (Qi(t) A P(t,z) A Mc(t,x) —

Fu (S(t,u) Ay (St1(z,y) A P(u,y) A Me(u,z)) AQj(u) A
Yy ((y # = AM(t,y)) — M(u,y)) A
Yy ((y # x A-M(t,y)) = —M(u,y))))

(14)
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Instruction de “mouvement” : la position de la téte est modi-
fiee (left or right) mais le symbole (e) reste identique;

> (gi,e) — (gj,e,L ou R), avec e qui vaut b (blank) ou 1.

Vit Vo (Qi(t) A P(t,z) A Mc(t,x) —

Fu (S(t,u) Ay (St1(z,y) A P(u,y) A Me(u,z)) AQj(u) A
Yy ((y # = AM(t,y)) — M(u,y)) A
Yy ((y # o A =M (t,y)) = =M (u,y))))

(14)

» Ces formules sont satisfaites dans M*.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM
On donne la formule ¢4,y
» Pour chaque instruction terminale de M, i.e. de type
Fk : (qk7€) — (qaCC ou q’!‘@j? . _)7
on ajoute une formule 5 comme suit :

3t 3z (Qu(t) A P(t,z) A M. (t, 7)) (15)
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0000000000000 00 [e]e]
0000000000000 O0000eO00000000000

ENTSCHEIDUNGSPROBLEM
On donne la formule ¢4,y

» Pour chaque instruction terminale de M, i.e. de type
Fk : (qk7€) — (qaCC ou q’!‘@j? _ _)7
on ajoute une formule 5 comme suit :
3t 3o (Qu(t) A P(t,z) A M.(t, z)) (15)

» On prend () comme la disjonction de toutes ces formules,
- K
e, OMu) = V=1 Pk
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

On donne la formule ¢4,y

» Pour chaque instruction terminale de M, i.e. de type

Fy, - (Qkae) = (Qacc OU (Qrej, _)7
on ajoute une formule 5 comme suit :
3t 3o (Qu(t) A P(t,z) A M.(t, z)) (15)

» On prend () comme la disjonction de toutes ces formules,
e, O = Viel @k

> Q(M,u) est satisfaite dans M™ si et seulement si la computa-
tion M (u) se voit appliquer une instruction de type Fj a un
certain moment.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

> T'(aq,u) est formée des formules (1), (2), (3), (12), (13), (14).
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

> T'(aq,u) est formée des formules (1), (2), (3), (12), (13), (14).

> (M, est formée de la disjonction des formules (15).
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> T'(aq,u) est formée des formules (1), (2), (3), (12), (13), (14).
> (M, est formée de la disjonction des formules (15).

» On va montrer que I'(vq) & ©(a1,0) Si et seulement si la
computation M (u) s'arréte.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

SiT M) F @My, alors la computation M(u) s'arréte.
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SiT M) F @My, alors la computation M(u) s'arréte.

PREUVE :

> Supposons que M(u) ne s'arréte pas. Alors, M* [= ©(rq,.)-
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SiT M) F @My, alors la computation M(u) s'arréte.

PREUVE :

> Supposons que M(u) ne s'arréte pas. Alors, M* [= ©(rq,.)-

» D’'autre part, on a vu au cours de notre construction que

M = T )
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SiT M) F @My, alors la computation M(u) s'arréte.

PREUVE :

> Supposons que M(u) ne s'arréte pas. Alors, M* [= ©(rq,.)-

» D’'autre part, on a vu au cours de notre construction que
M* =T M)

> Ainsi, D0y E @A), et donc, par complétude, on a
Comu) 7 O Mu)- 0
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LEMME 22

Si la computation M(u) s'arréte, alors T'(vq.u) = (M)
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LEMME 22

Si la computation M(u) s'arréte, alors T'(vq.u) = (M)

PREUVE :

» On introduit les formules suivantes : si, au temps ¢ > 0, la
MT M sur I'input u est dans |'état ¢;, a la cellule no p, avec
les cellules no p1, ..., pm qui sont marquées, alors la descrip-
tion au temps a “‘time a" est :

Qi(a) A P(a,p) AM(a,p1)A---AM(a,pm) A

(16)
v ((x#pl/\"'Ax#pm)%ﬁM(aax))
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» Remarque : la formule (16) contient directement ou indirec-
tement |'information de si la cellule courante p est marquée ou
non, en effet :
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Remarque : la formule (16) contient directement ou indirec-
tement |'information de si la cellule courante p est marquée ou

non, en effet :

e si p est marquée au temps a, alors p est un des p;'s;
donc M (a, p) apparait directement dans (16).
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Remarque : la formule (16) contient directement ou indirec-
tement |'information de si la cellule courante p est marquée ou
non, en effet :

e si p est marquée au temps a, alors p est un des p;'s;
donc M (a, p) apparait directement dans (16).

e si p n'est pas marquée au temps a, alors p n'est un des p;'s;
par (9), on peut prouver que p # p; pour tout i = 1,...,m;
par (16), on a =M (a,p);
donc =M (a, p) est prouvable a partir de (16) et I'( ().
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Si M(u) s'arréte au temps b = a + 1, alors

F(M,u) U {time a} F O(M,u)-
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» Si M(u) s'arréte au temps b = a + 1, alors l'instruction appli-
quée au temps a est du type (¢;, €) — (Gace OU Grej, , ).
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Si M(u) s'arréte au temps b = a + 1, alors l'instruction appli-
quée au temps a est du type (¢;, €) — (Gace OU Grej, , ).

» La description au temps a nous dit que M est dans |'état g;
et scanne la cellule p, i.e., time a F Q;(a), P(a, p).
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Si M(u) s'arréte au temps b = a + 1, alors l'instruction appli-
quée au temps a est du type (¢;, €) — (Gace OU Grej, , ).

» La description au temps a nous dit que M est dans |'état g;
et scanne la cellule p, i.e., time a F Q;(a), P(a, p).

» De plus, par la remarque précédente, si p est marquée au
temps a, alors time a = M (a, p), et si p n'est pas marquée
au temps a, alors I'(pq,,) U {time a} - ~M(a,p).
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Si M(u) s'arréte au temps b = a + 1, alors l'instruction appli-
quée au temps a est du type (¢;, €) — (Gace OU Grej, , ).

» La description au temps a nous dit que M est dans |'état g;
et scanne la cellule p, i.e., time a F Q;(a), P(a, p).

» De plus, par la remarque précédente, si p est marquée au
temps a, alors time a = M (a, p), et si p n'est pas marquée
au temps a, alors I'(pq,,) U {time a} - ~M(a,p).

» On déduit que poure=1oub:

L) U{time a} =3t 3z (Qi(t) A P(t,z) A Me(t, 7))
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» Si M(u) s'arréte au temps b = a + 1, alors l'instruction appli-
quée au temps a est du type (¢;, €) — (Gace OU Grej, , ).

» La description au temps a nous dit que M est dans |'état g;
et scanne la cellule p, i.e., time a F Q;(a), P(a, p).

» De plus, par la remarque précédente, si p est marquée au
temps a, alors time a = M (a, p), et si p n'est pas marquée
au temps a, alors I'(pq,,) U {time a} - ~M(a,p).

» On déduit que poure=1oub:
L) U{time a} =3t 3z (Qi(t) A P(t,z) A Me(t, 7))
> Puisque ¢ = Ve 3t 3z (Qi(t) A P(t,z) A Me(t,x)), on
déduit T'(rq) U {time a} = o(pg0)- O
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Si M(u) ne s’arréte pas au temps b = a + 1, alors

Ciamu U {time a} - time b e,

T'mu) b time a — time b
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Si M(u) ne s’arréte pas au temps b = a + 1, alors

Ciamu U {time a} - time b e,

T'mu) b time a — time b

» On fait la preuve si l'instruction (entre le temps a et b = a+1)
est du type “marquage’, i.e., (gi,b) — (gj,1); la preuve pour
les autres types d'instructions est similaire.
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» La formule time a est du type :
Qz(a) /\P(avp) /\M(a7p1) AN /\M(aapm) A
Ve ((x #p1 A+ AT # Ppm) — M(a,z))
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» La formule time a est du type :
Qi(a)/\P(a7p)/\M(avpl)/\'”/\M(aapm) A
Vo ((z#P1 A AT # Pm) = ~M(a,))

» Par la remarque, I'(y( ) U {time a} = -M(a, p)
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» La formule time a est du type :
Qz(a) /\P(avp) /\M(a7p1) AREE /\M(aapm) A

Ve (z #p1 A Az # pm) — M(a,z))

» Par la remarque, I'(y( ) U {time a} = -M(a, p)

> La formule de I'(y4,,) relative a I'instruction en question est :
Vit Vx (Ql(t) A P(t, .13) A\ —\M(t, a:) —
Ju (S(t,u) A P(u,z) AN M(u,z) A Qj;(u) A
Yy ((y # 2 A=M(t,y)) = ~M(u,y))))
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» La formule time a est du type :
Qi(a) /\P(avp) /\M(a7p1) AREE /\M(aapm) A
Vo ((z #Pp1 A Az # Pm) > M(a,2))
» Par la remarque, I'(y( ) U {time a} = -M(a, p)
> La formule de I'(y4,,) relative a I'instruction en question est :
Vit Vx (Ql(t) A P(t, .13) A\ —\M(t, .Z‘) —
Ju (S(t,u) A P(u,z) AN M(u,z) A Qj;(u) A
Yy ((y # z A=M(t,y)) = —~M(u,y))))
» On peut donc déduire “time b" des deux formules précédentes
Ve (z#£pAx#£pP1 A Ax#Pm) = "M(a,x)) O
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» On finit la preuve du Lemme 22.
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» On finit la preuve du Lemme 22.

» Supposons que M (u) s'arréte au temps n.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» On finit la preuve du Lemme 22.
» Supposons que M (u) s'arréte au temps n.

» Par définition, time 0 € T'(5q,,), donc T'(yq,y) = time 0.
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v

On finit la preuve du Lemme 22.

» Supposons que M (u) s'arréte au temps n.

v

v

MACHINES DE TURING ET RECURSIVITE

[e]e]

Par définition, time 0 € T'( 5y, donc T'(yq ) = time 0.
(Fait 2) T'(yq,0) - time 0 — time 1, donc vy, F time 1
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

v

On finit la preuve du Lemme 22.

» Supposons que M (u) s'arréte au temps n.

v

Par définition, time 0 € T'( 5y, donc T'(yq ) = time 0.

v

(Fait 2) T'(yq,0) - time 0 — time 1, donc vy, F time 1

v

(Fait 2) T'(jq,0) F time 1 — time 2, donc T'(pq ) = time 2
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v

On finit la preuve du Lemme 22.

» Supposons que M (u) s'arréte au temps n.

v

Par définition, time 0 € T'( 5y, donc T'(yq ) = time 0.

v

(Fait 2) T'(yq,0) - time 0 — time 1, donc vy, F time 1

v

(Fait 2) T'(jq,0) F time 1 — time 2, donc T'(pq ) = time 2

v

Aprés itération du Fait 2 pour tous les temps k auxquels la
machines ne s’arréte pas, on obtient I' () - time (n — 1)
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v

On finit la preuve du Lemme 22.

» Supposons que M (u) s'arréte au temps n.

v

Par définition, time 0 € T'( 5y, donc T'(yq ) = time 0.

v

(Fait 2) T'(yq,0) - time 0 — time 1, donc vy, F time 1

v

(Fait 2) T'(jq,0) F time 1 — time 2, donc T'(pq ) = time 2

v

Aprés itération du Fait 2 pour tous les temps k auxquels la
machines ne s’arréte pas, on obtient I' () - time (n — 1)

v

(Fait 1) D b time (n— 1) = o)
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v

On finit la preuve du Lemme 22.

» Supposons que M (u) s'arréte au temps n.

v

Par définition, time 0 € T'( 5y, donc T'(yq ) = time 0.

v

(Fait 2) T'(yq,0) - time 0 — time 1, donc vy, F time 1

v

(Fait 2) T'(jq,0) F time 1 — time 2, donc T'(pq ) = time 2

v

Aprés itération du Fait 2 pour tous les temps k auxquels la
machines ne s’arréte pas, on obtient I' () - time (n — 1)

v

(Fait 1) D b time (n— 1) = o)

v

(modus ponens) T'(aq) F ©(a,u) O
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» Finalement, la preuve du Théoréme 23 est une conséquence
directe des lemmes 21 et 22. Ol

THEOREME 23 (CHURCH-TURING 1936)
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Finalement, la preuve du Théoréme 23 est une conséquence
directe des lemmes 21 et 22. Ol

THEOREME 23 (CHURCH-TURING 1936)

» Le Entscheidungsproblem pour la logique du premier ordre est
Turing-indécidable.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Finalement, la preuve du Théoréme 23 est une conséquence
directe des lemmes 21 et 22. Ol

THEOREME 23 (CHURCH-TURING 1936)

» Le Entscheidungsproblem pour la logique du premier ordre est
Turing-indécidable.

» Etant donné un ensemble d’axiomes ' et un énoncé o de la
logique du premier ordre, le probléme de savoir siT = ¢ ou
non est Turing-indécidable.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» Finalement, la preuve du Théoréme 23 est une conséquence
directe des lemmes 21 et 22. Ol

THEOREME 23 (CHURCH-TURING 1936)

» Le Entscheidungsproblem pour la logique du premier ordre est
Turing-indécidable.

» Etant donné un ensemble d’axiomes ' et un énoncé o de la
logique du premier ordre, le probléme de savoir siT = ¢ ou
non est Turing-indécidable.

» Le langage {(I',p) : T' = @} est Turing-indécidable.
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» L'utilisation de symboles de prédicats binaires est cruciale
dans notre preuve d'indécidabilité.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» L'utilisation de symboles de prédicats binaires est cruciale
dans notre preuve d'indécidabilité.

» Si le langage ne contient que des symboles de prédicats unaires
et de constante (pas de symboles de fonction), alors le calcul
des prédicats égalitaire du premier ordre correspondant, le cal-
cul des prédicats monadiques du premier ordre, est décidable.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

» L'utilisation de symboles de prédicats binaires est cruciale
dans notre preuve d'indécidabilité.

» Si le langage ne contient que des symboles de prédicats unaires
et de constante (pas de symboles de fonction), alors le calcul
des prédicats égalitaire du premier ordre correspondant, le cal-
cul des prédicats monadiques du premier ordre, est décidable.

» Par ailleurs, il existe aussi des théories décidables dont le lan-
gage contient un symbole de prédicat binaire : la théorie des
ordres denses, ou encore ['arithmétique de Presburger.
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INDECIDABILITE ET INCOMPLETUDE

It should perhaps be remarked that what I shall prove is quite different
from the well-known results of Godel . Godel has shown that (in the forma-
lism of Principia Mathematica) there are propositions 2% such that neither
9 nor — % is provable. As a consequence of this, it is shown that no proof
-of consistency of Principia Mathematica (or of K) can be given within that
formalism. On the other hand, I shall show that there is no general method
which tells whether a given formula % is provable in K, or, what comes to
the same, whether the system consisting of K with — adjoined as an
extra axiom is consistent.

If the negation of what Godel has shown had been proved, ¢.e. if, for each
A, either ¥ or — U is provable, then we should have an immediate solution
of the Entscheidungsproblem. For we can invent a machine ) which will
prove consecutively all provable formulae. Sooner or later J¢ will reach
either ¥ or —A. If it reaches U, then we know that ¥ is provable. If it
reaches — %, then, since K is consistent (Hilbert and Ackermann, p. 65), we
know that % is not provable.

FIGURE : Incomplétude et indécidabilité selon Turing
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» Les machines de Turing représentent un modéle de calculabi-
lité pertinent.
These de Church-Turing : Les fonctions calculables
de maniére effective correspondent exactement aux
fonctions Turing-calculables.

» Le concept de machine de Turing englobe le pouvoir computa-
tionnel de tous les ordinateurs (digitaux) actuels.

» |l existe une multitude de problémes Turing-indécidables (pro-
bléme de I'arrét).

» On a montré I'indécidabilité de la logique du premier ordre par
réduction a l'indécidabilité du probléme de I'arrét.
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